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1. Die Grundlage 
der allgemeinen Relativitätstheorie; 
won A, Einstein. i 


Die im nachfolgenden dargelegte Theorie bildet die denk- = 
bar weitgehendste Verällgemeinerung der heute allgemein als 
„Relativitätstheorie‘‘ bezeichneten Theorie; die letztere nenne 
ich im folgenden zur Unterscheidung von der ersteren „spezielle 
Relativitiitstheorie“ und setze sie als bekannt voraus. Die 
Verallgemeinerung der Relativitätstheorie wurde sehr er- 
leiehtert durch die Gestalt, welche der speziellen Relativitäts- 
theorie durch Minkowski gegeben wurde, welcher Mathe- 
matiker zuerst die formale Gleichwertigkeit der räumlichen 
Koordinaten und der. Zeitkoordinate klar erkannte und. für 
den Aufbau der Theorie nutzbar machte. Die für die all- 
gemeine Relativitätstheorie nötigen mathematischen Hilfs- 
mittel lagen fertig bereit in dem „absoluten Differentialkalkül‘, 
welcher auf den Forschungen von Gauss, Riemann und 
Christoffel über nichteuklidische Mannigfaltigkeiten ruht und 
von Ricci und Levi-Civita in ein System gebracht und 
bereits auf Probleme der theoretischen Physik angewendet 
wurde. Ich habe im Abschnitt B der vorliegenden Abhand- 
lung alle für uns nötigen, bei dem Physiker nicht als bekannt 
vorauszusetzenden mathematischen Hilfsmittel in möglichst 
einfacher und durchsichtiger Weise entwickelt, so daß ein 
Studium mathematischer Literatur für das Verständnis der 
vorliegenden Abhandlung nicht erforderlich ist. Endlich sei 
an dieser Stelle dankbar meines Freundes, des Mathematikers 
Grossmann, gedacht, der mir durch seine Hilfe nicht nur 
das Studium der einschlägigen mathematischen Literatur er- 
sparte, sondern mich auch beim Suchen nach den Feldgleichun- 
gen der Gravitation unterstützte. 
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.- A. Prinzipielle Erwägungen zum Postulat der Relativitit. 
of § 1. Bemerkungen zu der speziellen Relativitätstheorie, 
Der speziellen Relativitätstheorie liegt folgendes Postulat 
zugrunde, welchem auch durch die Galilei-Newtonsche 
Mechanik Genüge geleistet wird: Wird ein Koordinatensystem K 
so gewählt, daß in bezug auf dasselbe die physikalischen Ge. 
setze in ihrer einfachsten Form gelten, so gelten dieselben 
Gesetze auch in bezug auf jedes andere Koordinatensystem K', 
das relativ zu K in gleichförmiger Translationsbewegung ke- 
griffen ist. Dieses Postulat nennen wir „spezielles Relativitäts- 
prinzip“. Durch das Wort „speziell“ soll angedeutet werden, 
daß das Prinzip auf den Fall beschränkt ist, daß K’ eine gleich. 
förmige Translationsbewegung gegen K ausführt, daß sich 
aber die Gleichwertigkeit von K’ und K nicht auf den Fall 
ungleichförmiger Bewegung von K’ gegen K erstreckt. 

Die spezielle Relativitätstheorie weicht also von der klas- 
sischen Mechanik nicht durch das Relativitätspostulat ab, 
sondern allein durch das Postulat von der Konstanz der 
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, aus welchem im Verein. mit 
dem speziellen Relativitätsprinzip die Relativität der Gleich- 
zeitigkeit sowie die Lorentztransformation und die mit dieser 
verknüpften Gesetze über das Verhalten bewegter starrer 
Körper und Uhren in bekannter Weise folgen. 

Die Modifikation, welche die Theorie von Raum und Zeit 
durch die spezielle Relativitätstheorie erfahren hat, ist zwar 
eine tiefgehende; aber ein wiehtiger Punkt blieb unangetastet, 
Auch gemäß der speziellen Relativitätstheorie sind nämlich 
die Sätze der Geometrie unmittelbar als die Gesetze über 
die möglichen relativen Lagen (ruhender) fester Körper m 
deuten, allgemeiner die Sätze der Kinematik als Sätze, welche 
das Verhalten von Meßkörpern und Uhren beschreiben, Zwei 
hervorgehobenen materiellen Punkten eines ruhenden (starren) 
Körpers entspricht hierbei stets eine Strecke von ganz be 
stimmter Länge, unabhängig von Ort und Orientierung de 
Körpers sowie von der Zeit; zwei hervorgehobenen Zeiger 
stellungen einer relativ zum (berechtigten) Bezugssystem ruhen- 
den Uhr entspricht stets eine Zeitstrecke von bestimmter Länge, 
unabhängig von Ort und Zeit. Es wird sich bald zeigen, dab 
die allgemeine Relativitätstheorie an dieser einfachen physik# 
lischen Deutung von Raum und Zeit nicht festhalten kann. 


A. Einstein. 
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Die der allgemeinen m 


§2. Uber die Griinde, welche eine Erweiterung des Relativitits- 
>, postulates nahelegen. 
ulat Der klassischen Mechanik und nicht minder der speziellen 


sche # Relativitätstheorie haftet ein erkenntnistheoretischer Mangel 
mK § ap, der vielleicht zum ersten Male von E. Mach klar hervor- 
Ge. | gehoben wurde. Wir erläutern ihn am folgenden Beispiel. 
olben | Zwei flüssige Körper von gleicher Größe und Art schweben 
. K’, # frei im Raume in so großer Entfernung voneinander (und von 
be | allen übrigen Massen), daß nur diejenigen Gravitationskräfte 
tits. # berücksichtigt werden müssen, welche die Teile eines dieser 
den, # Körper aufeinander ausüben. Die Entfernung der Körper 
eich- 4 voneinander sei unveränderlich, Relative Bewegungen der 
sich # Teile eines der Körper gegeneinander sollen nicht auftreten. 
Fall # Aber jede Masse soll — von einem relativ zu der anderen Masse 
ruhenden Beobachter aus beurteilt — um die Verbindungslinie 
klas- § der Massen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotieren (es 
ab, | ist dies eine konstatierbare Relativbewegung beider Massen). 
der # Nun denken wir uns die Oberflächen beider Körper (S, und $,) 
mit § mit Hilfe (relativ ruhender) Maßstäbe ausgemessen ; es ergebe 
eich # sich, daß die Oberfläche von S, eine Kugel, die von S, ein 
jieser Rotationsellipsoid sei. 


arrer Wir fragen nun: Aus welchem Grunde verhalten sich die __ 
Körper S, und S, verschieden ? Eine Antwort auf diese Frage | 

Zeit # kann nur dann als erkenntnistheoretisch befriedigend }) an- 

zwar # erkannt werden, wenn die als Grund angegebene Sache - eine wir 

ıstet, deobachtbare Erfahrungstatsache ist; denn das Kausalitäts- 


mlich # gesetz hat nur dann den Sinn einer Aussage über die Er- 
über # fahrungswelt, wenn als Ursachen und Wirkungen letzten 

+ m # Endes nur beobachtbare Tatsachen auftreten. 7 
elche Die Newtonsche Mechanik gibt auf diese Frage keine ee 
Zwei § befriedigende Antwort. Sie sagt nämlich folgendes. ‘Die Ge- ae 
ren) § setze der Mechanik gelten wohl für einen Raum R,, gegen 

z be- # welchen der Körper S, in Ruhe ist, nicht aber gegenüber einem 

y ds | Raume R,, gegen i S, in Ruhe ist. Der berechtigte an 
eiger- 
uhen- 
Ange, 
, dab 
vsika- 


kann. 


eine bloß fingierte Ursache, keine beobachtbare Bahn. Es FR > 
ist also klar, daß die Newtonsche Mechanik der Forderung __ 


1) Eine derartige erkenntnistheoretisch befriedigende Antwort kann 
mtürlich immer noch physikalisch unzutreffend sein, falls sie mit — 
Erfahrungen im Widerspruch ist. 
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der Kausalität in dem betrachteten Falle nicht wirklich, sop. 
dern nur scheinbar Genüge leistet, indem sie die bloß fip. 
gierte Ursache R, für das beobachtbare verschiedene. Ver. 
halten der Körper S, und S, verantwortlich macht. 


Eine befriedigende Antwort auf die oben aufgeworfene 
Frage kann nur so lauten: Das aus S, und S, bestehend 
physikalische System zeigt für sich allein keine denkbare Ur. 
sache, auf welche das verschiedene Verhalten von S, und &, 
zurückgeführt werden könnte. Die Ursache muß also außer. 
halb dieses Systems liegen. Man gelangt zu der Auffassung, 
daß die allgemeinen Bewegungsgesetze, welche im speziellen 
die Gestalten von S, und S, bestimmen, derart sein müssen, 
daß das mechanische Verhalten von S, und S, ganz wesentlich 
durch ferne Massen mitbedingt werden muß, welche wir nicht m 
dem betrachteten System gerechnet hatten. Diese fernen Massen 
(und ihre Relativbewegungen gegen die betrachteten Körper) 
sind dann als Träger prinzipiell beobachtbarer Ursachen für 
das verschiedene Verhalten unserer betrachteten Körper an- 
zusehen; sie übernehmen die Rolle der fingierten Ursache A,. 
Von. allen denkbaren, relativ zueinander beliebig bewegten 
Räumen R,, R, usw. darf a priori keiner als bevorzugt an- 
gesehen werden, wenn nicht der dargelegte erkenntnisthe- 
retische Einwand wieder aufleben soll. Die Gesetze der Physik 
müssen so beschaffen sein, daß sie in bezug auf beliebig bewege 
Bezugssysteme gelten. Wir gelangen also auf diesem Weg 
zu einer Erweiterung des Relativitätspostulates. 


Außer diesem schwerwiegenden erkenntnistheoretische 
Argument spricht aber auch eine wohlbekannte physikalische 
Tatsache für eine Erweiterung der Relativitätstheorie. BE 
sei K ein Galileisches Bezugssystem, d. h. ein solches, 
relativ zu welchem (mindestens in dem betrachteten vier 
dimensionalen Gebiete) eine von anderen hinlänglich ent 
fernte Masse sich geradlinig und gleichférmig bewegt. E 
sei K’ ein zweites Koordinatensystem, welches relativ zu K 
in gleichförmig beschleunigter Translationsbewegung sei. Relatii 
zu K’ führte dann eine von anderen hinreichend getrennte Mase 
‘eine beschleunigte Bewegung aus, derart, daß deren Beschleun- 
gung und Beschleunigungsrichtung von ihrer stofflichen Zusam- 
‘mensetzung und ihrem physikalischen Zustande unabhängig ist 
cam Kann ein relativ zu K’ ruhender Beobachter hieraus 
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den Schluß ziehen, daß er sich auf einem „wirklich‘“ be- 
schleunigten Bezugssystem befindet? Diese Frage ist zu ver- 
einen; denn das vorhin genannte Verhalten frei beweglicher 
Massen relativ zu K’ kann ebensogut auf folgende Weise ge- 
deutet werden. Das Bezugssystem K’ ist unbeschleunigt; in 
jem betrachteten zeiträumlichen Gebiete herrscht aber ein 
Gravitationsfeld, welches die beschleunigte Bewegung der 
Körper relativ zu K’ erzeugt. 

Diese Auffassung wird dadurch ermöglicht, daß uns die | 
Erfahrung die Existenz eines Kraftfeldes (nämlich des Gravi- © 
tationsfeldes) gelehrt hat, welches die merkwürdige Eigen- 
schaft hat, allen Körpeın dieselbe Beschleunigung zu erteilen.) 
Das mechanische Verhalten der Körper relativ zu K’ ist das- 
wlbe, wie es gegenüber Systemen sich der Erfahrung dar- 
bietet, die wir als ,.ruhende“ bzw. als „berechtigte‘‘ Systeme 


wzusehen gewohnt sind; deshalb liegt es auch vom physi- == a2" a 
kalischen Standpunkt nahe, anzunehmen, daß die Systeme K “ae ‘Sa 


wd K’ beide mit demselben Recht als „ruhend‘“ angesehen 
werden können, bzw. daß sie als Bezugssysteme für die physi- 
lalische Beschreibung der Vorgänge gleichberechtigt seien. 
Aus diesen Erwägungen sieht man, daß die Durehführung 
der allgemeinen Relativitätstheorie zugleich zu einer Theorie der 
Gravitation führen muß; denn man kann ein Gravitations- 
fd durch bloße Änderung des Koordinatensystems „erzeugen“. 
Ebenso sieht man unmittelbar, daß das Prinzip von der Kon- 1 
sanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit eine Modifikation er- _ 
fahren muß. Denn man erkennt leicht, daß die Bahn eins 
liehtstrahles in bezug auf K’ im allgemeinen eine krumme ~~ 
«in muß, wenn sich das Licht in bezug auf K geradlinig und — 
mit bestimmter, konstanter Geschwindigkeit fortpflanzt. _ 


§3, Das Raum-Zeit-Kontinuum. Forderung der allgemeinen 3 
Kovarianz für die die allgemeinen Naturgesetze ausdrückenden 
Gleichungen. 


In der klassischen Mechanik sowie in der speziellen Rela- 
iwitätstheorie haben die Koordinaten des Raumes und. der 
leit eine unmittelbare physikalische Bedeutung. Ein Punkt- 
eeignis hat die X,-Koordinate 2,,~bedeutet: Die nach den > 


1) Daß das Gravitationsfeld diese Eigenschaft mit großer Genauig- 
keit besitzt, hat: Eötvös experimentell bewiesen. 
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A. Einstein. 
Regeln der Euklidischen Geometrie mittels starrer Stäbe er. 
mittelte Projektion des Punktereignisses auf die X,-Achy 
wird erhalten, indem man einen bestimmten Stab, den Epp. 
heitsmaßstab, z,mal vom Anfangspunkt des Koordinate. 
körpers auf der (positiven) X,-Achse abträgt. Ein Punk 
hat die X,-Koordinate 2, =t, bedeutet: Eine relat'v zum 
Koordinatensystem ruhend angeordnete, mit dem Punkt. 
ereignis räumlich (praktisch) zusammenfallende Einheitsuhr, 
welche nach bestimmten Vorschriften gerichtet ist, hat 2, ={ 
Perioden zurückgelegt beim Eintreten des Punktereignisses, 

Diese Auffassung von Raum und Zeit schwebte den Phy. 
sikern stets, wenn auch meist unbewußt, vor, wie aus der 
Rolle klar erkennbar ist, welche diese Begriffe in der messende 
Physik spielen; diese Auffassung mußte der Leser auch der 
zweiten Betrachtung des letzten Paragraphen zugrunde legen, 
um mit diesen Ausführungen einen Sinn verbinden zu können. 
Aber wir wollen nun zeigen, daß man sie fallen lassen und 
durch eine allgemeinere ersetzen muß, um das Postulat der 
allgemeinen Relativität durchführen zu können, falls die 
spezielle Relativitätstheorie für den Grenzfall des Fehlen 
eines Gravitationsfeldes zutrifft. 

Wir führen in einem Raume, der frei sei von Gravitation 
feldern, ein Galileisches Bezugssystem K (x, y, 2, t) ein, und 
außerdem ein relativ zu K gleichförmig rotierendes Koordi- 
natensystem K’ (x’, y’,2’t’). Die Anfangspunkte beider $y 
steme sowie deren Z-Achsen mögen dauernd zusammenfallen. 
Wir wollen zeigen, daß für eine Raum— Zeitmessung im 
System K’ die obige Festsetzung für die physikalische Bedeu- 
tung von Längen und Zeiten nicht aufrecht erhalten werden 
kann. Aus Symmetriegründen ist klar, daß ein Kreis um den 
Anfangspunkt in der X-Y-Ebene von K zugleich als Kreis inder 
X’-Y’-Ebene von K’ aufgefaßt werden kann. Wir denken’ uns 
nun Umfang und Durchmesser dieses Kreises mit einem (relativ 
zum Radius unendlich kleinen) Einheitsmaßstabe ausgemessen 
und den Quotienten beider Meßresultate gebildet. Würde man 
dieses Experiment mit einem relativ zum Galileischen System 


1) Die Konstatierbarkeit der „Gleichzeitigkeit“ für räumlich m 
mittelbar benachbarte Ereignisse, oder — präziser gesagt — für das 
raumzeitliche unmittelbare Benachbartsein (Koinzidenz) nehmen wir 4, 
ohne für diesen fundamentalen Be* “iff eine Definition zu geben. 
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Kruhenden Maßstabe ausfiibren, so würde man als Quotienten a % 
die Zahl a erhalten. Das Resultat der mit einem relativ we z 

K' ruhenden Maßstabe ausgeführten Bestimmung würde eine # 7 
Zahl sein, die größer ist als x. Man erkennt dies leicht, wenn = 
man den ganzen Meßprozeß vom „ruhenden“ System K au 
beurteilt und berücksichtigt, daß der peripherisch = 
Maßstab eine Lorentzverkürzung erleidet, der radial angelegte 
Maßstab aber nicht. Es gilt daher in bezug auf K’ nicht die 
Euklidische Geometrie; der oben festgelegte Koordinaten- ae Auen 
begriff, welcher die Gültigkeit der Euklidischen Geometrie +4) 
vraussetzt, versagt also mit Bezug auf das System K’. Ebenso- Be Be i 
wenig kann man in K’ eine den physikalischen Bedürfnissen pers er : 
entsprechende Zeit einführen, welche durch relativ zu K’ a = a 
mhende, gleich beschaffene Uhren angezeigt wird. Um dies aa Rao 
einzusehen, denke man sich im Koordinatenursprung und an = 

der Peripherie des Kreises je eine von zwei gleich beschaffenen ee 
Uhren angeordnet und vom „ruhenden“ System K aus be- x 
trachtet. Nach einem bekannten Resultat der speziellen Rela- ts 
tivititstheorie geht — von K aus beurteilt — die auf der 
Kreisperipherie angeordnete Uhr langsamer als die im Anfangs- 
punkt angeordnete Uhr, weil erstere Uhr bewegt ist, letztere 
aber nicht. Ein im gemeinsamen Koordinatenursprung be- _ 
findlicher Beobachter, welcher auch die an der Peripherie 5 =3 
befindliche Uhr mittels des Lichtes zu beobachten fähig wire, __ 
würde also die an der Peripherie angeordnete Uhr langsamer 
gehen sehen als die neben ihm angeordnete Uhr. Da er sich 
nicht dazu entschließen wird, die Lichtgeschwindigkeit auf 
dem in. Betracht kommenden Wege explizite von der Zeit 
‘abhängen zu lassen, wird er seine Beobachtung dahin inter-- 
pretieren, daß die Uhr an der Peripherie „wirklich“ lang 
samer gehe als die im Ursprung angeordnete, Er wird also 
nicht umhin können, die Zeit so zu definieren, daß die Gang- 
geschwindigkeit einer Uhr vom Orte abhängt. 

Wir gelangen also zu dem Ergebnis: In der allgemeinen 
Relativitätstheorie können Raum- und Zeitgrößen nicht so 
definiert werden, daß räumliche Koordinatendifferenzen un- 
mittelbar mit dem Einheitsmaßstab, zeitliche mit einer Normal- 
uhr gemessen werden könnten. 

Das bisherige Mittel, in das zeiträumliche Kontinuum 
in Weise Koordinaten zu legen, versagt also, und 
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es scheint sich auch kein anderer Weg darzubieten, der ge. 
statten würde, der vierdimensionalen Welt Koordinatensysteme 
so anzupassen, daß bei ihrer Verwendung eine besonden 
einfache Formulierung der Naturgesetze zu erwarten - wäre, 
Es bleibt daher nichts anderes übrig, .als alle denkbaren!) 
Koordinatensysteme als für die Naturbeschreibung prinzipiell 
gleichberechtigt anzusehen. Dies kommt auf die Forderung 
hinaus: 

Die allgemeinen Naturgesetze sind durch Gleichungen aus- 
zudrücken, die für alle Koordinatensysteme gelten, d. h. die 
beliebigen Substitutionen gegenüber kovariant (allgemein ko- 
variant) sind. 

Es ist klar, daß eine Physik, welche diesem Postulat ge. 
nügt, dem allgemeinen Relativitätspostulat gerecht wird. 
Denn in allen Substitutionen sind jedenfalls auch diejenigen 
enthalten, welche allen Relativbewegungen der (dreidimen- 
sionalen) Koordinatensysteme entsprechen. Daß. diese Forde- 
rung der allgemeinen Kovarianz, welche dem Raum .und der 
Zeit den letztem Rest physikalischer Gegenständlichkeit nehmen, 
eine natürliche Forderung ist, geht aus folgender Überlegung 
hervor. Alle unsere zeiträumlichen Konstatierungen laufen 
stets auf die Bestimmung zeiträumlicher Koinzidenzen hinaus. 
Bestände beispielsweise das Geschehen .nur in der Bewegung 
materieller Punkte, so wäre letzten Endes nichts beobachtbar 
als die Begegnungen zweier oder mehrerer dieser Punkte. 
Auch die Ergebnisse unserer Messungen sind nichts andere 
als die Konstatierung . derartiger Begegnungen materieller 
Punkte unserer Maßstäbe mit anderen materiellen Punkten 


bzw. Koinzidenzen zwischen Uhrzeigern, . Zifferblattpunkten’ 


und ins Auge gefaßten, 'am gleichen :Örte und. zur. gleichen 
Zeit stattfindenden Punktereignissen. 

Die Einführung : eines“ Bezugssystems dient zu nichts 
anderem als zur leichteren Beschreibung der Gesamtheit 
soleher Koinzidenzen. Man ‘ordnet der Welt vier zeiträum- 
liche ' Variable %,, %g,-24:zu, derart; daß jedem: Punkt- 
ereignis ein Wertesystem der Variablen . + ..24 entspricht. 
Zwei koinzidierenden :Punktereignissen 'entsprieht dasselbe 


1) Von. gewissen Beschränkungen, welche der Forderung der ein- 
deutigen Zuordnung und derjenigen der Stetigkeit entsprechen, wollen 
wir hier nicht sprechen. 
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Wertesystem der Variablen &, .... 24; d. h. die Koinzidenz 

it durch die Übereinstimmung der Koordinaten charak- — 
terisiert. Führt man statt der Variablen z,....24, beliebige 
Funktionen derselben, 2,’, 2’, 23’, als neues Koordinaten- 
system ein, so daß die Wertesysteme einander eindeutig zu- — 
geordnet sind, so ist die Gleichheit aller vier Koordinaten 
such im neuen System der Ausdruck für die raumzeitliche 
Koinzidenz zweier Punktereignisse. Da sich alle unsere physi- 
kalischen Erfahrungen letzten Endes auf solche Koinzidenzen 
wrückführen lassen, ist zunächst kein Grund vorhanden, 
gewisse Koordinatensysteme vor anderen zu bevorzugen, d.h. 
wir gelangen zu der Forderung der allgemeinen Kovarianz. 


§4. Beziehung der vier Koordinaten zu räumlichen und zeit- 
lichen Meßergebnissen. 

Analytischer Ausdruck für das Gravitationsfeld. 

Es kommt mir in dieser Abhandlung nicht darauf an, 
die allgemeine Relativitätstheorie als ein möglichst einfaches 
logisches System mit einem Minimum von Axiomen darzu- 
stellen. Sondern es ist mein Hauptziel, diese Theorie so zu 
entwickeln, daß der Leser die psychologische Natürlichkeit 
des eingeschlagenen Weges empfindet und daß die zugrunde sy 
gelegten Voraussetzungen durch die Erfahrung möglichst ge- 
sichert erscheinen. In ‚diesem Sinme sei nun die Voraus- 
setzung eingeführt: : 
‘Fir unendlich kleine vierdimensionale Gebiete ist die 
Relativitétstheorie im engeren Sinne ‚bei passender Koordi- 
natenwahl zutreffend. 
Der Beschleunigungszustand des unendlich kleinen („ört- 
lishen‘“‘) Koordinatensystems ist hierbei so zu wählen, daß 
ein Gravitationsfeld. nicht auftritt; dies ist für ein unendlich 
kleines. Gebiet möglich. X,, Xg; X, seien die räumlichen 
Koordinaten; X, die zugehörige, in geeignetem MaBstabe ge- 
messene!) Zeitkoordinate. Diese Koordinaten haben; wenn 
ein starres. Stäbchen als EinheitsmaBstab gegeben - gedacht 
wird, bei gegebener Orientierung des Koordinatensystems © 
eine unmittelbare physikalische Bedeutung im Sinne der 
speziellen Relativitätstheorie. Der Ausdruck 


ds? = —dX,? —-dX,? —dXj?+dX,? { 


1) Die Zeiteinheit ist so zu w ählen, daß die Vakuum-Lichtgeschwindig- “ Tr 
keit — in dem „lokalen“ Koordinatensystem gemessen — gleich 1 wird. r 
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hat dann nach der speziellen Relativitätstheorie einen yoy 
der Orientierung des lokalen Koordinatensystems unabhängigen, 
durch Raum— Zeitmessung ermittelbaren Wert. Wir nenne 
ds die Größe des zu den unendlich benachbarten Punkte 
des vierdimensionalen Raumes gehörigen Linienelementes. It 
das zu dem Element (dX,....dX,) gehörige ds? positiv, 
so nennen wir mit Minkowski ersteres zeitartig, im entgegen. 
gesetzten Falle raumartig. 

Zu dem betrachteten ‚„Linienelement‘ bzw. zu den beiden 
unendlich benachbarten Punktereignissen gehören auch be 
stimmte Differentiale dz,....dz, der vierdimensionalen Ko. 
ordinaten des gewählten Bezugssystems. Ist dieses sowie ein 
„lokales“ System obiger Art für die betrachtete Stelle gegeben, 
so werden sich hier die d X, durch bestimmte lineare homogene 
Ausdrücke der dx, darstellen lassen: a 


. 
Setzt man diese Ausdrücke in (1) ein, so erhält man 
(8) = Dig,.dz,dz,, 


wobei die g,, Funktionen der x, sein werden, die nicht mehr 
von der Orientierung und dem Bewegungszustand des „lokalen“ 
Koordinatensystems abhängen können; denn ds? ist eine 
durch Maßstab-Uhrenmessung ermittelbare, zu den betrach- 
teten, zeiträumlich unendlich benachbarten Punktereignissen 
gehörige, unabhängig von jeder besonderen Koordinatenwahl 
definierte Größe. Die g,, sind hierbei so zu wählen, daß 
Jor = Is Ist; die Summation ist über alle Werte von o und r 
zu erstrecken, so daß die Summe aus 4 x 4 Summanden be 
steht, von denen 12 paarweise gleich sind. 

Der Fall der gewöhnliehen Relativitätstheorie geht aus 
dem hier Betrachteten hervor, falls es, vermöge des beson- 
deren Verhaltens der g,, in einem endlichen Gebiete, möglich 
ist, in diesem das Bezugssystem so zu wählen. daß die g,, die 
konstanten Werte 
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annehmen, Wir werden später sehen, daß die Wahl solcher Ko- an 
ordinaten für endliche Gebiete im allgemeinen nicht möglich ist. _ SE 

Aus den Betrachtungen der §§ 2 und 3 geht hervor, 

daß die Größen g,, vom physikalischen Standpunkte aus als 
diejenigen Größen. anzusehen sind, welche das Gravitations- 
feld in bezug auf das gewählte Bezugssystem beschreiben. 
Nehmen wir nämlich zunächst an, es sei für ein gewisses be- 
trachtetes vierdimensionales Gebiet bei geeigneter Wahl der 
Koordinaten die spezielle Relativitätstheorie gültig. Die g,, 
haben dann die in (4) angegebenen Werte. Ein freier materieller 
Punkt bewegt sich dann bezüglich dieses Systems geradlinig 
gleichformig. - Führt man nun durch eine beliebige Substitution 
neue Raum—Zeitkoordinaten ....2, ein, so werden in 
diesem neuen System die g,, nicht mehr Konstante, sondern — 
Raum—Zeitfunktionen sein. Gleichzeitig wird sich die Be- 
wegung des freien Massenpunktes in den neuen Koordinaten 
als eine krummlinige, nicht gleichförmige, darstellen, wobei 
dies Bewegungsgesetz unabhängig sein wird. von der Natur 
des bewegten Massenpunktes. Wir werden also. diese Be- _ 
wegung als eine solche unter dem Einfluß eines Gravitations- — 
feldes deuten. Wir sehen das Auftreten eines Gravitations- — 
feldes geknüpft an eine raumzeitliche Veränderlichkeit der g,,. _ 
Auch in dem allgemeinen Falle, daß wir'nicht in einem nd.- 
lichen Gebiete bei. passender Koordinatenwahl die Gültigkeit Ale 


der speziellen Relativitätstheorie herbeiführen können, werden 
wir an der Auffassung festzuhalten haben, daß die g,, das 
Gravitationsfeld beschreiben. 
Die Gravitation spielt also gemäß der allgemeinen Re- =| 
tivitätstheorie eine Ausnahmerolle gegenüber den übrigen, ins- 


2 ; 
besondere den elektromagnetischen Kräften, indem die das © 


Gravitationsfeld darstellenden 10 Funktionen g,, zugleich die cs A 
metrischen Eigenschaften des vierdimensionalen MeBraumes a 

bestimmen. 

B. Mathematische Hilfsmittel für die Aufstellung allgemein ea ; 
kovarianter Gleichungen. 

Nachdem wir im vorigen gesehen haben, daB das ese! 


gemeine Relativitätspostulat zu der Forderung führt, daß die — 
Gleichungssysteme der Physik beliebigen Substitutionen der 


Koordinaten 2, .. gegenüber kovariant sein missen, 
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haben wir zu überlegen, wie derartige allgemein kovariante 
Gleichungen gewonnen werden können. Dieser rein mathe. 
matischen Aufgabe wenden wir uns jetzt zu; es wird sich 
dabei zeigen, daß bei deren Lösung die in Gleichung (3) an 
gegebene Invariante ds eine fundamentale Rolle spielt, welche 
wir in Anlehnung an die Gausssche Flächentheorie als ,,Linien- 
element‘ bezeichnet haben. 

Der Grundgedanke dieser allgemeinen Kovariantentheorie 
ist folgender. Es seien gewisse Dinge (,,Tensoren‘*) mit Bezug 
auf jedes Koordinatensystem definiert durch eine Anzahl 
Raumfunktionen, welche die ‚Komponenten‘ des Tensors 
genannt werden. Es gibt dann gewisse Regeln, nach welchen 
diese Komponenten für ein neues Koordinatensystem be- 
rechnet werden, wenn sie für das ursprüngliche System be- 
kannt sind, und wenn die beide Systeme verknüpfende Trans- 
formation bekannt ist. Die nachher als Tensoren bezeichneten 
Dinge sind ferner dadurch gekennzeichnet, daß die Trans- 
formationsgleichungen für ihre Komponenten linear und homo- 
gen sind. Demnach verschwinden sämtliche Komponenten im 
neuen System, wenn sie im ursprünglichen System sämtlich 
verschwinden. Wird also ein Naturgesetz durch das Null 
setzen aller Komponenten eines Tensors formuliert, so ist & 
allgemein kovariant; indem wir die Bildungsgesetze der Ten- 
soren untersuchen, erlangen wir die Mittel zur Aufstellung all- 
gemein kovarianter Gesetze. 


"85. Kontravarianter und kovarianter Vierervektor. 


Kontravarianter Vierervektor. Das. Linienelement ist -defi- 
niert durch die vier „Komponenten“ dx, deren. Trans- 
formationsgesetz durch die Gleichung „u we 


(5) dı) = dz, 
v 
ausgedrückt wird. Die dx,’ drücken sich linear und homogen 
durch die dz, aus; wir können diese Koordinatendifferentiale 
dx, daher als die Komponenten eines „Tensors“ ansehen, den 
wir speziell als kontravarianten Vierervektor bezeichnen. Jedes 


Ding, was bezüglich des Koordinatensystems durch vier 
Größen A” definiert ist, die sich nach demselben Gesetz 


: A? = ——* A” 
(04) gorse. frente 2 Oa, ph 
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transformieren, bezeichnen wir ebenfalls als kontravarianten 
Vierervektor. Aus (5a) folgt sogleich, daß die Summen (A? + B°) 
ebenfalls Komponenten eines Vierervektors sind, wenn A” und 
B’es sind. Entsprechendes gilt für alle später als „Tensoren“ 
einzuführenden Systeme (Regel von der Addition und Sub- 
traktion der Tensoren). 

Kovarianter Vierervektor. Vier Größen A, nennen wir die _ 
Komponenten eines kovarianten: Vierervektors, wenn für jede 
beliebige Wahl des kontravarianten Vierervektors B” 5 


(6) S 4, B = Invariante. 
v 
Aus dieser Definition folgt das Transformationsgesetz des 


kovarianten Vierervektors. Ersetzt man nämlich auf der 
rechten Seite der Gleichung 


Be => 


Br durch den aus der Umkehrung der Gleichung (5a) folgenden 
Ausdruck 


>; 


dr, 
so erhält man u 


v o 


Hieraus folgt aber, weil in dieser Gleichung die B*’ unabhängig 


voneinander frei wählbar sind, das Transformationsgesetz make 
7 
( ) o 2; Le v 
metkung zur Vere infeo hung der Schrei bweiseder Ausdrücke. 


daß über die zweimal unter einem 


auftreten [z.. B. der Index » in (5)], stets summiert wird, va 2 
wd zwar nur über zweimal auftretende Indizes. Es ist ei 
halb möglich , ohne ‘die Klarheit zu beeinträchtigen, die 
Summenzeichen wegzulassen. Dafür führen wir die Vorschrift har 
ein: Tritt ein Index in einem Term eines Ausdruckes — ry 
auf, so ist über ihn stets zu summieren, wenn nicht ausdrück- 
lich das Gegenteil bemerkt ist. 2 wa 
Der Unterschied zwischen dem kovarianten und kontra- u 
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[(7) baw. (5)]. Beide Gebilde sind Tensoren im Sinne der 
obigen allgemeinen Bemerkung; hierin liegt ihre Bedeutung, 
Im Anschluß an Ricei und Levi-Civita wird der kontra. 
variante Charakter durch oberen, der kovariante durch unteren 
Index bezeichnet. 


§ 6. Tensoren zweiten und höheren Ranges. 


Kontravarianter Tensor. Bilden wir sämtliche 16 Produkte 
A** der Komponenten A“ und B” zweier kontravarianten 
Vierervektoren 


(8) Au = Au Br, 


so erfüllt A“” gemäß (8) und (5a) das Transformationsgesetz 


Wir nennen ein Ding, .das bezüglich eines jeden Bezugs- 
systems durch 16 Größen (Funktionen) beschrieben wird, die 
das Transformationsgesetz (9) erfüllen, einen kontravarianten 
Tensor zweiten Ranges. Nicht jeder soleher Tensor läßt sich 
gemäß (8) aus zwei Vierervektoren bilden. Aber es ist leicht 
zu beweisen, daß sich 16 beliebig gegebene A” darstellen 
lassen als die Summe der A“ B’ von vier geeignet gewählten 
Paaren von Vierervektoren. Deshalb kann man beinahe all 
Sätze, die für den durch (9) definierten Tensor zweiten Range 
gelten, am einfachsten dadurch beweisen, daß man sie für 
spezielle Tensoren vom Typus (8) dartut. 

Kontravarianter Tensor beliebigen Ranges. Es ist klar, daß 
man entsprechend (8) und (9) auch kontravariante Tensoren 
dritten und höheren Ranges definieren kann mit 4° usw 
Komponenten. Ebenso erhellt aus (8) und (9), daß man in 
diesem Sinne den kontravarianten Vierervektor als kontre- 
varianten Tensor ersten Ranges auffassen kann. 

Kovarianter Tensor. Bildet man andererseits die 16 Pro- 
dukte. A, der Komponenten zweier kovarianter Vierervektoren 


uv 


A, und B, 
(10) A,,=A,B,, 
so gilt fiir diese das 
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Durch dieses Transformationsgesetz wird der kovariante 
Tensor zweiten Ranges definiert. Alle Bemerkungen, welche 
vorher über die kontravarianten Tensoren gemacht wurden, 
gelten auch für die kovarianten Tensoren. 

Bemerkung. Es ist bequem, den Skalar (Invariante) so- 
wohl als kontravarianten wie als kovarianten Tensor vom 
Range Null zu behandeln. 

Gemischter Tensor. Man kann auch einen Tensor zweiten 
Ranges vom Typus 


(12) A,’ = A, B 
definieren, der bezüglich des Index yw kovariant, bezüglich 
des Index » kontravariant ist. ‚Bein Transformationsgesetz ist 
(18) 

aa, 

Natiirlich gibt es gemischte Tensoren mit beliebig vielen 
Indizes kovarianten und beliebig vielen Indizes kontravarianten 
Charakters. Der kovariante und der kontravariante Tensor 
können als spezielle Fälle des gemischten angesehen werden. 

Symmetrische Tensoren. Ein kontravarianter bzw. ko- 
varianter Tensor zweiten oder höheren Ranges heißt sym- 
metrisch, wenn zwei Komponenten, die durch Vertauschung 
irgend zweier Indizes auseinander hervorgehen, gleich sind. 
Der Tensor A“” bzw. A,, ist also symmetrisch, wenn für jede 
Kombination der Indizes 


(14) Au? = 


| 

B 
ist, 


Es muß bewiesen werden, daß die so definierte Symmetrie _ BR Fr 
eine vom Bezugssystem unabhängige Eigenschaft ist. (Aus (9) ie 
folgt in der Tat mit Rücksicht auf (14) = oa 
der 0a, 9x, _ O02, Ox, 02, 
Die vorletzte Gleichsetzung beruht auf der Vertauschung der — 
Summationsindizes u und » (d. h. auf bloBer Änderung der | FY 
Bezeichnungsweise). 


Antisymmetrische Tensoren. Ein kontravarianter bzw. ko- 
"wianter dritten vierten Ranges heißt 
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antisymmetrisch, wenn zwei Komponenten, die durch Ver. 
tauschung irgend zweier. Indizes auseinander hervorgehen, 
entgegengesetzt gleich sind. Der Tensor A*” bzw. A,, ist alg 
antisymmetrisch, wenn stets 

(15) — Ae, 


- 
bzw. 


(15a) din 4 
ist. 
Von den 16 Komponenten 4“” verschwinden die vier 
Komponenten A““; die übrigen sind paarweise entgegengesetzt 
gleich, so daß nur 6 :numerisch . verschiedene Komponenten 
vorhanden sind (Sechservektor). Ebenso sieht man, daß der 
antisymmetrische Tensor 4*”° (dritten Ranges) nur vier nume 
risch verschiedene Komponenten hat, der antisymmetrische 
Tensor 4#”°" nur eine einzige. Symimetrische Tensoren höheren 
als vierten Ranges gibt es in einem Kontinuum von vier Ditien- 
sionen nicht. 


§ 7. Multiplikation der Tensoren. 
Äußere Multiplikation der Tensoren. Man erhält aus den 
Komponenten eines Tensors vom Range z und eines solehen 
vom Range z’ die Komponenten eines Tensors vom Range 
z+2’, indem man alle Komponenten des ersten mit allen 
Komponenten des zweiten paarweise multipliziert. So ent- 
stehen beispielsweise die Tensoren T aus den Tensoren 4 
und B verschiedener Art e 
T, =A B 

ö 

= A, BY’. 


Der Beweis des Tensorcharakters der T ergibt sich w- 
mittelbar aus den Darstellungen (8), (10), (12) oder aus den 
Transformationsregeln (9), (11), (18). Die Gleichungen (9), 
(10), (12) sind selbst Beispiele äußerer Multiplikation (von 
 Tensoren ersten Ranges). 

ur „Verjüngung‘“ eines gemischten Tensors. Aus jedem ge 
mischten Tensor kann ein Tensor von einem um zwei kleineren 
Range gebildet werden, indem man einen Index kovarianten 
und einen Index kontravarianten Charakters gleichsetzt und 


ur 
N 
| 
tle, 
et 
e 
oR Te 
DRS 
= = de 
‘an 
4, 
= Wi 
| 
D 
va 
2 
i 
4 
- 
ST 
be 
> 
u 
{ 
3 
% 
J 
St 
: 


Ver- 
ehen, 
also 


vier 
setzt 
enten 
B der 
umes 
rische 
heren 
iniien- 


3 den 
chen 


h un 
s den 
n (8), 

(von 


m ge 
ineren 
janten 
+ und 


Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie. 785 


nach diesem Index summiert („Verjüngung‘“). Man gewinnt 

so z. B. aus dem gemischten Tensor vierten Ranges 474 den 

A oa) 

ud aus diesem, abermals durch Verjüngung, dey Tensor 
nullten Ranges A = Af = Ash. 

Der Beweis dafür, daß das Ergebnis der Verjüngung wirk- 
lieh Tensorcharakter besitzt, ergibt sich entweder aus der 
Tensordarstellung gemäß der Verallgemeinerung von (12) in 
Verbindung mit (6) oder aus der Verallgemeinerung von (18). 

Innere und gemischte Multiplikation der Tensoren. Diese 
bestehen in der Kombination der äußeren Multiplikation mit 
der Verjüngung. 

Beispiele. — Aus dem kovarianten Tensor zweiten Ranges BE 

, und dem kontravarianten Tensor ersten Ranges B? bilden ur 7 
wir durch äußere Multiplikation den gemischten Tensor 

De, = A,, Be. 

Durch Verjüngung nach den Indizes v, o entsteht der ko- | 
variante Vierervektor 

D = D>, = 


Vex: 


Diesen bezeichnen wir auch als inneres Produkt der Tensoren 
4,,und B’. Analog bildet man aus den Tensoren 4,, und 
B* durch äußere Multiplikation und zweimalige Verjimgung 
das innere Produkt 4,, B“’. Durch äußere Produktbildung 
und einmalige Verjüngung erhält man aus A,, und B’* den 
gemischten Tensor zweiten Ranges Dt = A, ‚Br. Man kann 
diese Operation passend als eine gemischte bezeichnen ; denn Fi a 
sie ist eine äußere bezüglich der Indizes mw und r, eine innere 
bezüglich der Indizes nd 0. 
Wir beweisen nun einen Satz, der zum Nachweis des 
Tensorcharakters oft verwendbar ist. Nach dem soeben Dar- 
gelegten ist 4,, Be’ ein Skalar, wenn A,, und B°* Tensoren 
sind. Wir behaupten aber auch folgendes. Wenn A,, B*” für 
jede Wahl des Tensors B"” eine Invariante ist, so hat 4, Tensor 
charakter. 
Beweis. — Es ist nach für eine 
Substitution Be’ = A, Be, 


Annalen der Physik. IV. Folge. 49. 
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Nach der Umkehrung von (9) . aber biel 

Dies, eingesetzt in obige liefert : 


(4, - 0 Lu 0. 


02, 


Dies kann bei Pred, Wahl von B°" nur dann erfüllt 
sein, wenn die Klammer verschwindet, woraus mit Riick- 
sicht auf (11) die Behauptung folgt. 

Dieser Satz gilt entsprechend für Tensoren beliebigen 
Ranges und Charakters; der Beweis ist stets analog zu führen. 

Der Satz läßt sich ebenso beweisen in der Form: Sind 
Be und C” beliebige Vektoren, und ist bei jeder Wahl der- 
selben das innere Produkt 

A,, Beco 


ein Skalar, so ist A,, ein kovarianter Tensor. Dieser letztere 
Satz gilt auch dann noch, wenn nur die speziellere Aussage 
zutrifft, daß bei beliebiger Wahl des Vierervektors B* das 
skalare Produkt 4„B"B 


ein Skalar ist, falls man line weiß, daß A,, der Sym- 
metriebedingung A,, = A,, genügt. Denn auf dem vorhin 
angegebenen Wege beweist man den Tensorcharakter von 
(A,, +A,,), woraus dann wegen der Symmetrieeigenschaft 
der Tensorcharakter von A,, selbst folgt. Auch dieser Satz 
läßt sich leicht verallgemeinern auf den Fall kovarianter und 
kontravarianter Tensoren beliebigen Ranges. 

Endlich folgt aus dem Bewiesenen der ebenfalls auf be- 
liebige Tensoren zu verallgemeinernde Satz: Wenn die Größen 
A,,, B” bei beliebiger Wahl des Vierervektors B” einen Tensor 
ersten Ranges bilden, so ist A,, ein Tensor zweiten Ranges. 
Ist nämlich C* ein beliebiger Vierervektor, so ist wegen des 
Tensorcharakters A,, B’ das innere Produkt A,,C“ BY bei 
beliebiger Wahl der beiden Vierervektoren C* und B’ ein 
Skalar, woraus die Behauptung folgt. 


$ 8. Einiges über den Fundamentaltensor der Gur: 


Der kovariante Fundamentaltensor. In dem invarianten 
Ausdruck des Quadrates des Linienelementes 
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gielt d x, die Rolle eines beliebig wählbaren kontravarianten 
Vektors. Da ferner g,,= 9,,, so folgt nach den Betrachtungen 
des letzten Paragraphen hieraus, daß g,, ein kovarianter Tensor 
weiten Ranges ist. Wir nennen ihn .,Fm. iamentaltensor“ 
Im folgenden leiten wir einige Eigenschaften dieses Tensors 
ab, die zwar jedem Tensor zweiten Ranges eigen sind; aber 
die besondere Rolle des Fundamentaltensors in unserer Theorie, 
welehe in der Besonderheit der Gravitationswirkungen ihren 
physikalischen Grund hat, bringt es mit sich, daß die zu ent- 
wiekelnden Relationen nur bei dem Fundamentaltensor für 
ws von Bedeutung sind. 
Der kontravariante Fundamentaltensor. Bildet man in dem 
Determinantenschema der g,, zu jedem g,, die Unterdetermi- 
nante und dividiert diese durch die Determinante 9 = |9,»| der 
§,» 50 erhält man gewisse Größen g*” (= re), von denen wir 
beweisen wollen, daß sie einen kontravarianten Tensor bilden. 
Nach einem bekannten Determinantensatze ist 


(16) Ine ? 
wobei das Zeichen 6,” 1 oder 0 bedeutet, je nachdem yp = 


oder wv ist. Statt des obigen Ausdruckes für ds? können 
wir auch 


oder nach (16) auch 


Ina 42,42, 
schreiben. Nun bilden aber nach den 
des vorigen Paragraphen die Größen 


einen kovarianten Vierervektor, und zwar (wegen der will- 
kürlichen Wählbarkeit der dz,) einen beliebig wählbaren 
Vierervektor. Indem wir ihn in unseren Ausdruck einführen, 
erhalten wir 

ds’ = 

Da dies bei beliebiger Wahl des Vektors d&, ein Skalar 
ist und g** nach seiner Definition in den Indizes o und t sym- 
metrisch ist, folgt aus den Ergebnissen des vorigen Para- 
graphen, daß g’* ein kontravarianter Tensor ist. Aus (16) 
folgt noch, daß auch ö,” ein Tensor ist, den wir den gemischten 
Fundamentaltensor nennen können. 


| | 
<< ig 
157 cA 
= 
~ 
on 
1d 
0: 
re 
n 
n 
ft 
» 
= 
on! 
N | 
. 
ve. 
> 
. 


Determinante des Fundamentaltensors. 
plikationssatz der Determinanten ist 


Andererseits ist 
Also folgt 


Invariante des Volumens. Wir suchen zuerst das Trans. 


formationsgesetz der Determinante g = . Gemäß (11) js 
6 9= 6 (11) is 


02, 
Hieraus folgt durch zweimalige Anw wei des Multiplikations- 
satzes der Determihanten 

ö Tu | | Ly Zu 


|| Oa,’ | | Oa,’ | 9 

ler 
VI = 4..|V9- | 


Andererseits ist das Gesetz bin Transformation des Volum: 
elementes 


dr = [dz,dz,dz,dz, 
nach dem bekannten Jako Satze 


Durch Multiplikation der Gleichungen erhält 
man 


(18) Vgdr=Ygar. 


Statt Vg wird im folgenden die Größe Y — g eingeführt, welche 
wegen des hyperbolischen Charakters des zeiträumlichen Kon- 
tinuums stets einen reellen Wert hat. Die Invariante Y -gdr 
ist gleich der Größe des im „örtlichen Bezugssystem“ mit 
starren Maßstäben und Uhren im Sinne der speziellen Rela- 
tivitätstheorie gemessenen vierdimensionalen Volumelementes. 

Bemerkung über den Charakter des raumzeitlichen Kon 
tinuums. Unsere Voraussetzung, daß im unendlich Kleinen 
stets die spezielle Relativitätstheorie gelte, bringt es mit sich, 
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daß sich ds? immer gemäß (1) durch die reellen Größen 
4X,....dX, läßt. Nennen wir dr, das „natür- 
liche™ Volumelement dX,dX,dX,dX,, so ist also 

(18a) dt,=\V—gdt. 

Soll an einer Stelle des vierdimensionalen Kontinuums 
\-9 verschwinden, so bedeutet dies, daB hier einem end- 
lichen Koordinatenvolumen ein unendlich kleines ‚natürliches‘ 
Volumen entspreche. Dies möge nirgends der Fall sein. Dann 
kann g sein Vorzeichen nicht ändern; wir werden im Sinne 
der speziellen Relativitätstheorie annehmen, daß g stets einen 
endlichen negativen Wert habe. Es ist dies eine Hypothese 
über die physikalische Natur des betrachteten Kontinuums 
und gleichzeitig eine Festsetzung über die Koordinatenwahl. 

Ist aber —g stets positiv und endlich, so liegt es nahe, 7 
die Koordinatenwahl a posteriori so zu treffen, daB diese a 
Größe gleich 1 wird. Wir werden später sehen, daß durch 
eine solehe Beschränkung der Koordinatenwahl eine bedeutende 
Vereinfachung der Naturgesetze erzielt w erden kann. An Stelle 
von (18) tritt dann einfach , 


woraus mit Rücksicht auf Jakobis Satz folgt 
dx, 

19 | =], 

19) 

Bei dieser Koordinatenwahl sind also nur Substitutionen der _ 

Koordinaten von der Determinante 1 zulässig. 
Es wäre aber irrtümlich, zu glauben, daß dieser Schritt 

einen partiellen Verzicht auf das allgemeine Relativitäts-- 

postulat bedeute. Wir fragen nicht: „Wie heißen die Natur- % q 

gesetze, welche gegenüber allen Transformationen von der 

Determinante 1 kovariant sind ”‘ Sondern wir fragen: „Wie | 

heißen die allgemein kovarianten Naturgesetze ”‘ Erst nach- 

dem wir diese aufgestellt haben, vereinfachen wir ihren Aus- 

drack durch eine besondere Wahl des Bezugssystems. : 


4 


[72 


Bildung newer Tensoren vermittelst des Fundamentaltensors. B 
Durch innere, äußere und gemischte Multiplikation eines 
Tensors mit dem Fundamentaltensor entstehen Tensoren 
anderen Charakters und Ranges. 


| 
u f 
202 


Ar = g*? A 
A= 9, A, 
Besonders sei auf folgende Bildungen hingewiesen: 
Ane greg?! 
Au, = IuaIvp 


(„Ergänzung‘“ des kovarianten bzw. kontravarianten Tensors) 
und 

Au 
Wir nennen B,, den zu A,, gehörigen reduzierten Tensor. 
Analog 

Bur = 


Es sei bemerkt, daß g“” nichts anderes ist als die Ergänzung 


von q Denn man hat aa 


$ 9. Gleichung der geodätischen Linie (bzw. der Punkt- 
bewegung). 

Da das „Linienelement‘“ ds eine unabhängig vom Koordi- 
natensystem definierte Größe ist, hat auch die zwischen zwei 
Punkten P, und P, des vierdimensionalen Kontinuums ge 
zogene Linie, für welche /ds ein Extremum ist (geodätische 
Linie), eine von der Koordinatenwahl unabhängige Bedeutung. 
Ihre Gleichung ist 


Py 
(20) 


Aus dieser Gleichung findet man in bekannter Weise durch 
Ausführung der Variation vier totale Differentialgleichungen, 
welche diese geodätische Lmie bestimmen; diese Ableitung 
soll der Vollständigkeit halber hier Platz finden. Es sei Aeim 
Funktion der Koordinaten z,; diese definiert eine Schar von 
Flächen, welche die gesuchte geodätische Linie sowie alle ihr 
unendlich benachbarten, durch die Punkte P, und P, gezoge 
nen Linien schneiden. Jede solehe Kurve kann dann dadurch 
gegeben gedacht werden, daß ihre Koordinaten z, in Funk 
tion von A ausgedrückt werden. Das Zeichen 6 entsprech 
dem Übergang von einem Punkte der gesuchten geodätische 
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Linie zu demjenigen Punkte einer benachbarten Kurve, welcher 
zu dem nämlichen A gehört. Dann läßt sich (20) durch 


Ine di di u: 
ersetzen. Da aber 

1 fl Ogu» da dx, dxu 
en Ox, da di 2, + gt (Gi 
so erhält man nach Einsetzen von 6 w in (20a) mit Rücksicht 
darauf, daß 


h 

P = d Guy diy dx, ii 

dilw 

Hieraus folgt wegen der freien Wählbarkeit der 6 x, das Ver- 

schwinden der &,. Also sind 

(20c) x, =0 

die Gleichungen der geodätischen Linie. Ist auf der betrach- 

teten geodätischen Linie nicht ds=0, so können wir als 

Parameter A die auf der geodätischen Linie gemessene ,,Bogen- 


länge“ s wählen. Dann wird w =1, und man erhält an Stelle 
von (20c) 


2w Ox da ada 


Pry Ö Qu» dx, diy _ 1 Ö dip dx, 
Iur + a2, di di Oz, di di 


oder durch bloBe Anderung der Bezeichnungsweise 


ds? 


wobei Christoffel gesetzt ist 

‘ 
91 uv 1 0 Jue 0 Jur 
(21) 7 Ox, 


Multipliziert man endlich (20d) mit 9°* (äußere Multiplikation 
bezüglich t, innere bezüglich o), so erhält man schließlich als 
endgültige Form der Gleichung der geodätischen Linie 
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ach. feu 
(22) ds fds ds 
Hierbei ist nach Christoffel gesetzt 
(23) he = 9 | | 


a 810. Die Bildung von Tensoren durch Differentiation, 


ae Gestützt auf die Gleichung der geodätischen Linie können 
wir nun leicht die Gesetze ableiten, nach welchen durch Diffe- 
rentiation aus Tensoren neue Tensoren gebildet werden können. 
Dadurch werden wir erst in den Stand gesetzt, allgemein ko- 
variante Differentialgleichungen aufzustellen. Wir erreichen 
dies Ziel durch wiederholte Anwendung des folgenden ein- 
fachen Satzes. 

Ist in unserem Kontinuum eine Kurve gegeben, deren 
Punkte durch die Bogendistanz s von einem Fixpunkt auf 
der Kurve charakterisiert sind, ist ferner eine invariante 
Raumfunktion, so ist auch dp/ds eine Invariante. Der Be- 
weis liegt darin, daß sowohl dq als auch ds Invariante sind. 


Da 
ds 


eine Invariante, und zwar für alle m. die von einem 
Punkte des Kontinuums ausgehen, d. h. für beliebige Wahl 
des Vektors der dz,. Daraus folgt sumittellen, daß 
ors de 
ein Bereiche Vierervektor ist (Gradient von 9). 
Nach unserem Satze ist ebenso der auf einer Kurve ge- 


nommene Differentialquotient 1 
_ 4y 
X ds 
eine Invariante. Durch Einsetzen von y PEN wir ua 
0° d Zu d? Zu 
öz2,02, ds da, ds 


Hieraus läßt sich zunächst Zs Existenz eines Tensors 
nicht ableiten. Setzen wir nun aber fest, daß die Kurve, 
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gui welcher wir differenziiert haben, eine geodätische Kurve 
si, so erhalten wir nach (22) durch Ersetzen von d?r,/ds?: 
Ox, 02, \rJ ds ds 
Aus der Vertauschbarkeit der Differentiationen nach u 
ud » und daraus, daß gemäß (28) und (21) die Klammer {*,’} 
bezüglich „u und » symmetrisch ist, folgt, daß der Klammer- 
ausdruck in mw und » symmetrisch ist. Da man von einem 
Punkt des Kontinuums aus in beliebiger Richtung eine geo- 
üätische Linie ziehen kann, dx,/ds also ein Vierervektor mit 
frei wählbarem Verhältnis der Komponenten ist, folgt nach 
den Ergebnissen des $ 7, daß 


9 = — 
(29) Aus = 52,02, "| Dax 
ein kovarianter Tensor zweiten Ranges ist. Wir haben also 
das Ergebnis gewonnen: Aus dem kovarianten 1 Tensor ersten 


4,= 

können wir durch Differentiation einen! kovarianten Tensor 

zweiten Ranges 

26 4,,= a, 

bilden. Wir nennen den A,,, die „Erweiterung“ des 

Tensors A,. Zunächst können wir leicht zeigen, daß diese — 

Bildung auch dann auf einen Tensor führt, wenn der Vektor A, _ 


nicht als ein Gradient darstellbar ist. Um dies einzusehen, En se 
On, 


ein kovarianter Vierervektor ist, wenn y und » Skalare sind. 
Dies ist auch der Fall für eine aus vier solchen Gliedern Be 


stehende Summe 


falls yPg®,...y®g® Skalare sind. Nun ist aber klar, daB 
sich jeder kovariante Vierervektor in der Form $, darstellen 
lßt. Ist nämlich A, ein BEE dessen Komponenten 
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A. Einstein. 


beliebig gegebene Funktionen der z, sind, so hat man nur 


(bezüglich des gewählten Koordinatensystems) zu setzen 


y® = 4,; = T, 


um zu erreichen, daß S, gleich A, wird. z 

Um daher zu beweisen, daß A,, ein Tensor ist, wenn auf 
der rechten Seite für A, ein beliebiger kovarianter Vierer- 
vektor eingesetzt wird, brauchen wir nur zu zeigen, daß dies 
für den Vierervektor S, zutrifft. Für letzteres ist es aber, 
wie ein Blick auf die rechte Seite von (26) lehrt, hinreichend, 
den Nachweis für den Fall 


Ox, 
zu führen. Es hat nun die mit wy multiplizierte rechte Seite 
von (25) 
Tensorcharakter. Ebenso ist 
Ow Oy 
Ox, 


ein Tensor (äußeres Produkt zweier Vierervektoren). Durch 
Addition folgt der Tensorcharakter von 


Damit ist, wie ein Blick auf (26) lehrt, der verlangte Nachweis 
für den Vierervektor 


und daher nach dem vorhin Bewiesenen für jeden beliebigen 
Vierervektor A, geführt. — 

Mit Hilfe der Erweiterung des Vierervektors kann mab 
leicht die „Erweiterung“ eines kovarianten Tensors beliebige 
Ranges definieren; diese Bildung ist eine Verallgemeinerung 
‘der Erweiterung des Vierervektors. Wir beschränken uns aif 
die Aufstellung der Erweiterung des Tensors zweiten Range, 
da dieser das Bildungsgesetz bereits klar übersehen läßt. 
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Wie bereits bemerkt, läßt sich jeder kovariante Tensor 
weiten Ranges darstellen!) als eine Summe von Tensoren 
vom Typus A B,. Es wird deshalb genügen, den Ausdruck 
der Erweiterung für einen solchen speziellen Tensor abzuleiten. 
Nach (26) haben die Ausdrücke 


Ox, 
0B, ov 
02, t B 
Tensorcharakter. Durch äußere Multiplikation des ersten mit 
B,, des zweiten mir A, erhält man je einen Tensor dritten 
Ranges; deren Addition ergibt den Tensor dritten Ranges 


en) 


uvo 
o 


wobei A,, = A, B, gesetzt ist. Da die rechte Seite von (27) = 
linear und homogen ist bezüglich der A,, und deren ersten 
Ableitungen, führt dieses Bildungsgesetz nicht nur bei einem 
Tensor vom Typus 4, B,, sondern auch bei einer Summe 
soleher Tensoren, d. h. bei einem beliebigen kovarianten 
Tensor zweiten Ranges, zu einem Tensor. Wir nennen A,,, 
die Erweiterung des Tensors A,,. 

Es ist klar, daß (26) und (24) nur spezielle Fälle von (27) 
sind (Erweiterung des Tensors ersten bzw. nullten Ranges). 
Überhaupt lassen sich alle speziellen Bildungsgesetze von 
Tensoren auf (27) in Verbindung mit Tensormultiplikationen 
auffassen. 


$ 11. Einige Spezialfälle von besonderer Bedeutung. De 


Einige den Fundamentaltensor betreffende Hilfssätze. Wir 
leiten zunächst einige im folgenden viel gebrauchte Hilfs- 


1) Durch äußere Multiplikation der Vektoren mit den (beliebig 
gegebenen) Komponenten Ay, Ay; Ars; Ars bzw. 1, 0, 0, 0 entsteht 
ein Tensor mit den Komponenten 

Ay Ay, Aig Ay 


Durch Addition von vier Tensoren von diesem Typus erhält man den 
Tensor A,,, mit beliebig vorgeschriebenen Komponenten. 


=> 
> 
he 
| 
— 


gleichungen ab. Nach der Regel von der Differentiation der 
Determinanten ist 


(28) 
Die letzte Form rechtfertigt sich durch die vorletzte, wenn 
man bedenkt, daß g,, = 6,”, daß also g,, g*” = 4, folglich 


+9""dg,, =9. 


A. 


Aus (28) folgt 


9.9 = 9," | 
folgt ferner durch Differentiation 


| ‘ 9,49” =— g9’’dg,, 

ZW, 
(30) ögre Ö Quo 
PP PER g PER 


Durch gemischte Multiplikation mit g’* bzw. g,, erhält man 
hieraus (bei geänderter Bezeichnungsweise der Indizes) 


— 
bzw. 
2 = —GIuaIvg 49° > 


Die Beziehung (31) erlaubt eine Umformung, von der wir 
ebenfalls öfter Gebrauch zu machen haben. Gemäß (21) ist 


Setzt man dies in die zweite der Formeln (31) ein, so erhält 
man mit Rücksicht auf (28) ; 

34) 
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Divergenz des kontravarianten Vierervektors. 
man (26) mit dem kontravarianten Fundamentaltensor ~ 
{innere Multiplikation), so nimmt die rechte Seite nach im 
formung des ersten Gliedes zunächst die Form an 

Das letzte Glied dieses Ausdruckes kann gemäß (31) und (29) 
in die Form 


1 1 Ogte 1 
2 da, 4, + je, 4.- 


dieses Ausdruckes gegen das zweite des obigen weg; das letzte a 7 
läßt sich mit dem ersten des obigen Ausdruckes vereinigen. 
Setzt man noch 
A’, 
wobei A” ebenso wie A, ein frei wählbarer Vektor ist, so er- 
hält man endlich 5 
185) = — ——(Y-9 4). 
0 T, 
Dieser Skalar ist die Divergenz des kontravarianten Vierer- 
vektors A”. 
„Rotation“ des (kovarianten) Vierervektors. Das zweite 
Glied in (26) ist in den Indizes w und » symmetrisch. Es ist __ 


deshalb A,_— A,, ein besonders einfach (anti- 


symmetrischer) Tensor. Man erhält RAD; 


man (27) auf einen antisymmetrischen Tensor zweiten Ranges 
4,,an, bildet hierzu die beiden durch zyklische Vertauschung _ 
der Indizes 4, v, o entstehenden Gleichungen und addiert 2 
diese drei Gleichungen, so erhält man den Tensor dritten di Er 
Ranges 


(37) B + 4 


uvo 


vou 


+ ™ Ga, + 


von welchem leicht zu beweisen ist, daB er antisymmetrisch ist. 
Divergenz des Sechservektors. Multipliziert man (27) mit 

g** g’* (gemischte Multiplikation), so erhält man ebenfalls 
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‘so erhalten wir mit Rücksicht auf (29a) 


A. Einstein. 


einen Tensor. Das erste Glied der rechten Seite von (27) kann 
man in der Form 


agr vB gua 


Ersetzt man g“* g’ A gua grb A,,, dureh 
A“? und ersetzt man in dem umgeformten ersten Gliede 

fa] B 0 que 

wad 
vermittelst (34), so entsteht aus der rechten Seite von (27 
ein siebengliedriger Ausdruck, von dem sich vier Glieder weg. 
heben. Es bleibt übrig 


Es ist dies der We für die Erweiterung eines kontra- 
varianten Tensors zweiten Ranges, der sich entsprechend auch 
für kontravariante Tensoren höheren und niedrigeren Range 
bilden läßt. 

Wir merken an, daß sich auf analogem Wege auch die 
Erweiterung eines gemischten Tensors A, bilden läßt: 
(89) 4, = 


02x, 


Durch Verjüngung von (88) bezüglich der Indizes f und o 
(innere Multiplikation mit 63) erhält man den kontravarianten 
Vierervektor 
8 AaB 
ax “xB. 
Wegen der Symmetrie von er } ee der Indizes ß und x 
verschwindet das dritte Glied der rechten Seite, falls A“? ein 
antisymmetrischer Tensor ist, was wir annehmen wollen; das 
zweite Glied läßt sich gemäß (29a) umformen. Man erhält alo 


a(V— y Ars) 
V-g9 9% 
Dies ist der Ausdruck der Divergenz eines kontravarianten 
Sechservektors. 

Divergenz des gemischten Tensors zweiten Ranges. Bilden 
wir die Verjüngung von (89) bezüglich der Indizes a und 4, 


(40) 40 = 
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(41) Y-g4, =— dx, 4. 
Führt man im letzten Gliede den kontravarianten Tensor 
4eo= g* AY ein, so nimmt es die Form an 


Ist ferner der Tensor A4®° ein symmetrischer, so reduziert sich 
dies auf 
5 Ög,, 
Ae”, 


Hätte man statt A” den ebenfalls symmetrischen kovarianten 
Tensor A, , = Joa A*® eingeführt, so würde das letzte Glied 


vermöge (31) die Form 5 
ag?” 
3V-95,, 
annehmen. In dem betrachteten Symmetriefalle kann also 
(41) auch durch die beiden Formen = 
a(V-94°) 1 89,, —— 
4 
und 
a(V- g A’) | ag?’ 


ersetzt werden, von denen wir im folgenden Gebrauch u 
machen haben. 


$12. Der Riemann-Christoffelsche Tensor. 


Wir fragen nun nach denjenigen Tensoren, welche aus 
dem Fundamentaltensor der g,, allein durch Differentiation 24 
gewonnen werden können. Die Antwort scheint zunächst auf 
der Hand zu liegen. Man setzt in (27) statt des beliebig ge- 


gebenen Tensors A,, den Fundamentaltensor der g,, ein und — a 


erhält dadurch einen neuen Tensor, nämlich die Erweiterung — 


des Fundamentaltensors. Man überzeugt sich jedoch leicht, 
daß diese letztere identisch verschwindet. Man gelangt jedoch 
auf folgendem Wege zum Ziel. Man setze in (27) 


we 


a 


| 
(27 
weg- 
yntra- 
auch 
anges 
h die 
und % 
[°? ein 
n; das 
lt also 


ay 
4a u d.h. die Erweiterung des Vierervektors A, ein. Dann erhält 
B " man (bei etwas geänderter Benennung der Indizes) den Tensy 
T- dritten Ranges 


omy 

{us {ao ot) {a 

Dieser Ausdruck ladet zur Bildung des Tensors 4,,,— 4, 
ein. Denn dabei heben sich folgende Terme des Ausdrucks 
für A,.r gegen solche von A,,, weg: das erste Glied, das viert 
_ Glied, sowie das dem letzten Term in der eckigen Klammer 
entsprechende Glied; denn alle diese sind in o und r symme 


trisch. Gleiches gilt von der Summe des zweiten und dritten 
 Gliedes. Wir also 


= 0 o T 
at T ao 
“a | - 
Wesentlich ist an diesem Resultat, daß auf der rechten Seite 
von (42) nur die A,, aber nicht mehr ihre Ableitungen aut 
treten. Aus dem Tensorcharakter von A,,, — Ayr. in Ver 
bindung damit, daß A, ein frei wählbarer Vierervektor ist, 
folgt, vermöge der Resultate des § 7, daß Bf,, ein Tensr 
ist (Riemann-Christoffelscher Tensor). 
Wi Die mathematische Bedeutung dieses Tensors liegt in 
folgenden. Wenn das Kontinuum so beschaffen ist, daß & 
ein Koordinatensystem gibt, bezüglich dessen die g,, Kor 
stanten sind, so verschwinden alle Roar Wahlt man statt des 
urspriinglichen Koordinatensystems ein beliebiges neues, # 
werden die auf letzteres bezogenen 9,,, nicht Konstanten sein. 
Der Tensorcharakter von Ror bringt es aber mit sich, dab 
diese Komponenten auch in dem beliebig gewählten Bezug- 
system sämtlich verschwinden. Das Verschwinden des Rie 
mannschen Tensors ist also eine notwendige Bedingung dafü, 
mle daß durch geeignete Wahl des Bezugssystems die Konstan 
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der g,, herbeigeführt werden kann.') In unserem Problem 
entspricht dies dem Falle, daß bei passender Wahl des Ko- 
ordinatensystems in endlichen Gebieten die spezielle Rela- 
tivitätstheorie gilt. 

Durch Verjüngung von (43) bezüglich der Indizes t und @ | 
erhält man den kovarianten Tensor zweiten Ranges 


| B= +5,, 


(44) 2 


a 


Bemerkung über die Koordinatenwahl. Es ist schon in §8 _ 
im Anschluß an Gleichung (18a) bemerkt worden, daß die | 
Koordinatenwahl mit Vorteil so getroffen werden kann, daB 
Y-9 = 1 wird. Ein Blick auf die in den beiden letzten Para- 
graphen erlangten Gleichungen zeigt, daß durch eine solche 
Wahl die Bildungsgesetze der Tensoren eine bedeutende Ver- 
einfachung erfahren. Besonders gilt dies für den soeben ent- 
wiekelten Tensor B,,, welcher in der darzulegenden Theorie 
eine fundamentale Rolle spielt. Die ins Auge gefaßte Speziali- 
sierung der Koordinatenwahl bringt nämlich das Ver-- 
schwinden von S,, mit sich, so daß sich der Tensor B,, auf Re 
R,, reduziert. 

"Ich will deshalb im folgenden alle Beziehungen in der 
vereinfachten Form angeben, welche die genannte sme 
sierung der Koordinatenwahl mit sich bringt. Es ist dann 
ein Leichtes, auf die allgemein kovarianten Gleichungen zu- 
rückzugreifen, falls dies in einem speziellen Falle erwünscht = ee as 
erscheint. 


C. Theorie des Gravitationsfeldes. LTR, 

§ 13. Bewegungsgleichung des materiellen Punktes a £ 

im Gravitationsfeld. 

Ausdruck fiir die Feldkomponenten der Gravitation. 

Ein frei beweglicher, äußeren Kräften nicht unterworfener 

Körper bewegt sich nach der speziellen Relativitätstheorie a 
geradlinig und gleichförmig. Dies gilt auch nach der allgemeinen BE 


1) Die Mathematiker haben bewiesen, daß diese Bedingung auch ; 
tine hinreichende ist. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 49. 
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Relativitätstheorie für einen Teil des vierdimensionalen Raume, 


in welchem das Koordinatensystem K, so wählbar und % 
gewählt ist, daß die g,, die in (4) gegebenen speziellen kop. 
stanten Werte haben. 

Betrachten wir eben diese Bewegung von einem beliebig 
gewählten Koordinatensystem K, aus, so bewegt er sich von 
K, aus, beurteilt nach den Überlegungen des $ 2 in einem 
Gravitationsfelde. Das Bewegungsgesetz mit Bezug auf K, 
ergibt sich leicht aus folgender Überlegung. Mit Bezug ol 
Ky ist das Bewegungsgesetz eine vierdimensionale Gerade, 
also eine geodätische Linie. Da nun die geodätische Linie 
unabhängig vom Bezugssystem definiert ist, wird ihre Gle- 
chung auch die Bewegungsgleichung des materiellen Punkte 
in bezug auf K, sein. Setzen wir 
(45) ra ’ 
so lautet also die Gleichung der Punktbewegung inbezug auf K, 


wer as ur ds ds 1) a 


Wir machen 1 ern die sehr naheliegende Annahme, , daß dies 
allgemein kovariante Gleichungssystem die Bewegung de 
Punktes im Gravitationsfeld auch in dem Falle bestimmt, 
daß kein Bezugssystem K, existiert, bezüglich dessen in end- 
lichen Räumen die spezielle Relativitätstheorie gilt. Zu dieser 
Annahme sind wir um so berechtigter, als (46) nur erste Ab 
leitungen der g,, enthält, zwischen denen auch im Spezial 
falle der Existenz von K, keine Beziehungen bestehen.!) 

Verschwinden die I" u», SO bewegt sich der Punkt gerad- 
linig und gleichförmig; diese Größen bedingen also die Ab 
weichung der Bewegung von der Gleichförmigkeit. Sie sini 
die Komponenten des Gravitationsfeldes. 


$ 14. Die Feldgleichungen der Gravitation bei Abwesenheit 
von Materie. 

Wir unterscheiden im folgenden zwischen „Gravitation 
feld“ und „Materie“, in dem Sinne, daß alles außer dem 
Gravitationsfeld als ‚Materie‘ bezeichnet wird, also nicht nur 

1) Erst zwischen den zweiten (und ersten) Ableitungen bestehen 
gemäß $ 12 die Beziehungen = = @. 
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die „Materie“ im üblichen Sinne, sondern auch das elektro- 
magnetische Feld. 


Unsere nächste Aufgabe ist es, die Feldgleichungen der 
Gravitation bei Abwesenheit von Materie aufzusuchen. Dabei 
verwenden wir wieder dieselbe Methode wie im vorigen Para- 
gaphen bei der Aufstellung der Bewegungsgleichung des 
materiellen Punktes. Ein Spezialfall, in welchem die gesuchten 
Feldgleichungen jedenfalls erfüllt sein müssen, ist der der 
uspringlichen Relativitätstheorie, in dem die Was gewisse 
konstante Werte haben. Dies sei der Fall in einem gewissen 
endlichen Gebiete in bezug auf ein bestimmtes Koordinaten- 
system Ky. In bezug auf dies System verschwinden sämtliche 
Komponenten B?,, des Riemannschen Tensors [ Gleichung (48) ]. 
Diese verschwinden dann für das betrachtete Gebiet auch be- 
süglich jedes anderen Koordinatensystems. 


Die gesuchten Gleichungen des materiefreien Gravitations- 
feldes müssen also jedenfalls erfüllt sein, wenn alle B2,, ver- 
schwinden. Aber diese Bedingung ist jedenfalls eine zu weit- 
gehende. Denn es ist klar, daß z. B. das von einem Massen- 
punkte in seiner Umgebung erzeugte Gravitationsfeld sicher- 
lich durch keine Wahl des Koordinatensystems ,,wegtrans- 
formiert“, d. h. auf den Fall konstanter g,, transformiert 
werden kann. 

Deshalb liegt es nahe, für das materiefreie Gravitations- 
feld das Verschwinden des aus dem Tensor B2,, abgeleiteten 
symmetrischen Tensors B,, zu verlangen. Man erhält so 
10 Gleichungen für die 10 Größen g,,, welche im speziellen 
erfüllt sind, wenn sämtliche B?,, verschwinden. Diese Glei- 
chungen lauten mit Rücksicht auf (44) bei der von uns ge- 


troffenen Wahl für das Koordinatensystem für das materie- 
freie Feld 


(di) 
ae Y- 9 = 1 . 
Es muß darauf hingewiesen werden, daß der Wahl dieser 


Gleichungen ein Minimum von Willkür anhaftet. Denn es 
gibt außer u keinen Tensor zweiten Ranges, der aus den 
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9,, und deren Ableitungen gebildet ist, keine höheren akff Die 

zweite Ableitungen enthält und in letzteren linear ist.!) geh 

Daß diese aus der Forderung der allgemeinen Relativity ff geh 

auf rein mathematischem Wege fließenden Gleichungen nf} fl 

Verbindung mit den Bewegungsgleichungen (46) in erster Nähe] Sie 

rung das Newtonsche Attraktionsgesetz, in zweiter Nähe der 

rung die Erklärung der von Leverrier entdeckten (nah mu 

Anbringung der Störungskorrektionen übrigbleibenden) Perihed. run 

bewegung des Merkur liefern, muß nach meiner Ansicht yo§ sich 

der physikalischen Richtigkeit der Theorie überzeugen. 


. $ 15. Hamiltonsche Funktion für das Gravitationsfeld, 
Impulsenergiesatz. 
Um zu zeigen, daß die Feldgleichungen dem Impul- 148) 
energiesatz entsprechen, ist es am bequemsten. sie in folgende 
Hamiltonscher Form zu schreiben: 


V-g=1. 
_ Dabei verschwinden die Variationen an den Grenzen des 
trachteten begrenzten vierdimensionalen Integrationsraumes. 

Es ist zunächst zu zeigen, daß die Form (47a) den Gki 
=_ (47) äquivalent ist. Zu diesem Zweck betrachte 
wir H als Funktion der g*” und der und 


ist zunächst die 
SH= TA, + 29" NOTE, : 
= — Tigh, +2035 TA): 
Yun ist aber 


1) Eigentlich läßt sich dies nur von dem Tensor B, vy tIIuy (9° ß By — 
, behaupten, wobei A eine Konstante ist. Setzt man jedoch diesen =4 
so kommt man wieder zu den Gleichungen B,, = 0. lich | 
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Die aus den beiden letzten Termen der runden Klammer hervor-- 
gehenden Terme sind von verschiedenem Vorzeichen und =~ 
gehen auseinander (da die Benennung der Summationsindizes _ 
belanglos ist) durch Vertauschung der Indizes # und ß hervor. » 
Sie heben einander im Ausdruck für 6H weg, weil sie mit We 
der bezüglich der Indizes ~ und ß symmetrischen Größe 2, 
multipliziert werden. Es bleibt also nur das erste Glied dev ————_ 
rnden Klammer zu berücksichtigen, so daß man mit Riick- | 
sieht auf (81) erhält Be 


Es ist also 


| . 

Die Ausführung der Variation in (47a) ergibt zunächst das 3 
Gleichungssystem u 
OH 


welches wegen (48) mit (47) übereinstimmt, was zu beweisen 


war. — Multipliziert man (47b) mit 9%”, so erhält man, well 
.e 0x gt” Ox (2 dg” gt” dx, 
die Gleichung 
I, 8 gt” dx, 3 
oder 4) 
at 
49) 
a puv OH 
—2*ti=9% —— 


£ 


1) Der Grund der Einführung des Faktors — 2x wird später deut- 
lich werden. 
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oder, wegen (48), der zweiten Gleichung (47) und (34) 

Es ist zu beachten, daß t,* kein ae ist; dagegen gilt 
(49) für alle Koordinatensysteme, für welche Y-9=1 ist, 
Diese Gleichung drückt den Erhaltungssatz des Impulses und 
der Energie für das Gravitationsfeld aus. In der Tat liefert 
die Integration dieser Gleichung über ein dreidimensional 
Volumen V die vier Gleichungen 


(49a) r\ = ft a, +t2a, + t%a,)dS, 
4 

wobei 4, a, a; der Richtungskosinus der nach innen g- 
richteten Normale eines Flächenelementes der Begrenzung 
von der Größe dS (im Sinne der euklidischen Geometrie) be 
deuten. Man erkennt hierin den Ausdruck der Erhaltung- 
sätze in üblicher Fassung. Die Größen t,* bezeichnen wir ab 
die ,,Energiekomponenten“ des Gravitationsfeldes. 

Ich will nun die Gleichungen (47) noch in einer dritten 
Form angeben, die einer lebendigen Erfassung unseres Gegen- 
standes besonders dienlich ist. Durch Multiplikation der 
Feldgleichungen (47) mit g”° ergeben sich diese in der „ge 
 mischten‘ Form. Beachtet man, daß 


i 


ag”° 


welche wegen (34). gleich 
; Ares] 


oder (nach genen Benennung der Summationsindizes) gleich 

Das dritte Glied dieses Ausdrucks hebt sich weg gegen das 

aus dem zweiten Glied der Feldgleichungen (47) entstehende; 

an Stelle des zweiten Gliedes dieses Ausdruckes läßt sich nach 

Beziehung (50) — 


setzen (t = t,*). Man erhalt:also an Stelle der Gleichungen (4) 


a 
| = 43,0) 


(51) 
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$ 16. Allgemeine Fassung der Feldgleichungen der Gravitation. 
Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Feldgleichungen 
für materiefreie Räume sind mit der Feldgleichung 
Ap=0 

20 
der Newtonschen Theorie zu vergleichen. Wir Zus die 
Gleiehungen aufzusuchen, welche der Poissonschen Gleichung 


entspricht, wobei @ die Dichte der Materie bedeutet. ‘Seek 


Die spezielle Relativitätstheorie hat zu dem Ergebnis 
geführt, daß die träge Masse nichts anderes ist als Energie, 
welche ihren vollständigen mathematischen Ausdruck in einem 
symmetrischen Tensor zweiten Ranges, dem Energietensor, 
findet. Wir werden daher auch in der allgemeinen Relativitäts- 
theorie einen Energietensor der Materie T,* einzuführen haben, 
der wie die Energiekomponenten t,° [Gleichungen (49) und (50) | 
des Gravitationsfeldes gemischten Charakter haben wird, aber 
zu einem symmetrischen kovarianten Tensor gehören wird }). 

Wie dieser Energietensor (entsprechend der Dichte @ in 
der Poissonschen Gleichung) in die Feldgleichungen der 
Gravitation einzuführen ist, lehrt das Gleichungssystem (51). 
Betrachtet man nämlich ein vollständiges System (z. B. das 
Sonnensystem), so wird die Gesamtmasse des Systems, also 
auch seine gesamte gravitierende Wirkung, von der Gesamt- 
energie des Systems, also von der ponderablen und Gravi- 
tationsenergie zusammen, abhängen. Dies wird sich dadurch 
ausdrücken lassen, daß man in (51) an Stelle der Energie- 
komponenten t,° des Gravitationsfeldes allein die Summen 
+ T,° der "Energiekomponenten von Materie und Gravi- 
tationsfeld einführt. Man erhält so statt (51) die Tensor- 


gleichung 


a 


y- g = 
wobei T= T  gesetzt ist (Lauescher Skalar). Dies sind die 
gesuchten allgemeinen Feldgleichungen der Gravitation in ge- 


1) g,, 1,7 = T,, und g”P T,° = T°P sollen symmetrische Tensoren 


sein, 
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mischter Foım. An Stelle von (47) ergibt sich daraus rück. 
wärts das System 


| uy + — gu» T), q 


| 

Es muß zugegeben werden, daß diese Einführung de 
Energietensors der Materie durch das Relativitätspostulat 
allein nicht gerechtfertigt wird; deshalb haben wir sie im 
vorigen aus der Forderung abgeleitet, daß die Energie de 
Gravitationsfeldes in gleicher Weise gravitierend wirken soll, 
wie jegliche Energie anderer Art. Der stärkste Grund für 
die Wahl der vorstehenden Gleichungen liegt aber darin, daß 
sie zur Folge haben, daß für die Komponenten der Total- 
energie Erhaltungsgleichungen (des Impulses und der Energie 
gelten, welche den Gleichungen (49) und (49a) genau ent- 
sprechen. Dies soll im folgenden dargetan werden. 


= $ 17. Die Erhaltungssätze im allgemeinen Falle. 
ze Die Gleichung (52) ist leicht so umzuformen, daß auf 
der rechten Seite das zweite Glied wegfällt. Man verjünge (5) 
nach den Indizes w und o und subtrahiere die so erhaltene, 
mit $6,° multiplizierte Gleichung von (52). Es ergibt sich 


(52a) — gr 05) =— + Te). 
An dieser Gleichung bilden wir die Operation 0/0x,. Es ist 


Tale (978 
72,5%, 9 (= dx, On, Om 
Das erste und das dritte Glied der runden Klammer liefem 
Beiträge, die einander wegheben, wie man erkennt, wenn 
man im Beitrage des dritten Gliedes die Summationsindizes 
a und o einerseits, 6 und A andererseits vertauscht. Das 
zweite Glied war such nach (31) umformen, so daß man erhält | 
1 


Das zweite Glied der linken Seite von (52a) liefert i 
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Das vom letzten Glied der runden Klammer herrührende 
Glied verschwindet wegen (29) bei der von uns getroffenen 
Koordinatenwahl. Die beiden anderen lassen sich zusammen- 


* fassen und liefern wegen (31) zusammen’ 

oll, § so daß mit Rücksicht auf (54) die Identität 
für 0° 
dag | 9) 02,0%, — 46,2 = 0 
tal- hesteht. Aus (55) und (52a) folgt wil 
0 (tue + 


Aus RE Feldgleichungen der Gravitation geht also 
hervor, daß den Erhaltungssätzen des Impulses und der Energie 
auf | Genüge geleistet ist. Man sieht dies am einfachsten nach 
(52) | der Betrachtung ein, die zu Gleichung (49a) führt; nur hat 
ne, | man hier an Stelle der Energiekomponenten ¢,’ des Gravi- 
ich # tationsfeldes die Gesamtenergiekomponenten von Materie und 
Gravitationsfeld einzuführen. 


$ 18. Der Impulsenergiesatz für die Materie als Folge der 


ist Feldgleichungen. 


Multipliziert man (53) mit dg**/d2,, so erhält man auf 
dem in $ 15 eingeschlagenen Wege mit Rücksicht auf das 


oder mit Rücksicht auf (56) 


6 T,a 


Kin Vergleich mit (41b) zeigt, daB ines Oben bei 
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aussagt als das Verschwinden der Divergenz des Tensors de 
Energiekomponenten der Materie. Physikalisch zeigt das Auf- 
treten des zweiten Gliedes der linken Seite, daß für die Materie 
allein Erhaltungssätze des Impulses und der Energie im eigent- 
lichen Sinne nicht, bzw. nur dann gelten, wenn die g“” kon. 
stant sind, d. h. wenn die Feldstärken der Gravitation ver. 
schwinden. Dies zweite Glied ist ein Ausdruck für Impuk 
bzw. Energie, welche pro Volumen und Zeiteinheit vom Gravi- 
tationsfelde auf die Materie übertragen werden. Dies tritt 
noch klarer hervor, wenn man statt (57) im Sinne von (4) 
schreibt 

a 
Die rechte Seite drückt die energetische Einwirkung des Grav- 
tationsfeldes auf die Materie aus. 

Die Feldgleichungen der Gravitation enthalten also gleieh- 
zeitig vier Bedingungen, welchen der materielle Vorgang zu 
genügen hat. Sie liefern die Gleichungen des materiellen Vor- 
ganges vollständig, wenn letzterer durch vier voneinander 
unabhängige Differentialgleichungen charakterisierbar ist.!) 


D. Die „materiellen“ Vorgänge. 


Die unter B entwickelten mathematischen Hilfsmittel 
setzen uns ohne weiteres in den Stand, die physikalischen 
Gesetze der Materie (Hydrodynamik, Maxwellsche Elektro- 
dynamik), wie sie in der speziellen Relativitätstheorie formu- 
liert vorliegen, so zu verallgemeinern, daß sie in die allgemeine 
Relativitätstheorie hineinpassen. Dabei ergibt das allgemeine 
Relativitätsprinzip zwar keine weitere Einschränkung der 
Möglichkeiten; aber es lehrt den Einfluß des Gravitations- 
feldes auf alle Prozesse exakt kennen, ohne daß irgendwelche 
neue Hypothese eingeführt werden müßte. 

Diese Sachlage bringt es mit sich, daß über die phys- 
kalische Natur der Materie (im engeren Sinne) nicht notwendig 
bestimmte Voraussetzungen eingeführt werden müssen. Ins 
besondere kann die Frage offen bleiben, ob die Theorie de 
elektromagnetischen Feldes und des 6Gravitationsfeldes zu- 


1) Vgl. hierüber D: Hilbert, Nachr. d. K. Gesellsch. d. Wiss. 


Göttingen, Math.-phys. Klasse. p. 3. 1915. 
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sammen eine hinreichende Basis für die Theorie der Materie 
jefern oder nicht. Das allgemeine Relativitätspostulat kann 
ms hierüber im Prinzip nichts lehren. Es muß sich bei dem 
Ausbau der Theorie zeigen, ob Elektromagnetik und Gravi- 
tationslehre zusammen leisten können, was ersterer allein 
nieht gelingen will. 


$19. Eulersche Gleichungen für reibungslose adiabatische 
Flüssigkeiten. 
Es seien p und o zwei Skalare, von denen wir ersteren 
als den „Druck“, letzteren als die ,,Dichte“ einer Flüssigkeit 
bezeichnen; zwischen ihnen bestehe eine Gleichung. Der 


kontravariante symmetrische Tensor 
8) Tb — geöp+ ait da Pe 
N ds ds 
si der kontravariante Energietensor der Flüssigkeit. Zu ihm 
gehört der kovariante Tensor ee 
=—IuvP + Ina as Iub as ® 
sowie der gemischte Tensor?) a ves 

(58b) = — p + @- 


Setzt man die rechte Seite von (58b) in (67a) ein, so erhält 
man die Eulerschen hydrodynamischen Gleichungen der all- 


gemeinen Relativitätstheorie. Diese lösen das Bewegungs- iis 
problem im Prinzip vollständig; denn die vier Gleichungen (57a) a 


zusammen mit der gegebenen Gleichung zwischen p und o und 
der Gleichung 


dx, da, 


Iap ds ds 


da, dx, dx, dt, 
dan" 


1) Für einen mitbewegten Beobachter, der im unendlich Kleinen 
ein Bezugssystem im Sinne der speziellen Relativitätstheorie benutzt, 
ist die Energiedichte 7',4 gleich g — p. Hierin liegt die Definition von g. 
Es ist also g nicht konstant für eine inkompressible. Flüssigkeit: 


uls 
ir . 
tt 
AR, 
A 
Or- 
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> 
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nen = 
ir0- 
nu- 
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INS- : 
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Sind auch die g,, unbekannt, so kommen hierzu noch die 
Gleichungen (53). "Dies sind 11 Gleichungen zur Bestimmung 
der 10 Funktionen Ju» 80 daß diese überbestimmt scheinen. 
Es ist indessen zu beachten, daß die Gleichungen (57a) in 
den Gleichungen (53) bereits enthalten sind, so daß letzter 
nur mehr 7 unabhöngige Gleichungen repräsentieren. Diese 
Unbestimmtheit hat ihren guten Grund darin, daß die weit. 
gehende Freiheit in der Wahl der Koordinaten es mit sieh 
bringt, daß das Problem mathematisch in solchem Grade 
unbestimmt bleibt, daß drei der Raumfunktionen beliebig 
gewählt werden kénnen.*) 


E 20. Maxwellsche elektromagnetische Feldgleichungen 
vi für das Vakuum. 

Es seien gy, die Komponenten eines kovarianten Vierer- 
vektors, des Vierervektors des elektromagnetischen Potentiak, 
Aus ihnen bilden wir gemäß (36) die Komponenten F,, des 
kovarianten Sechservektors des elektromagnetischen Feldes 
gemäß dem Gleichungssystem 


(59) eo = FE 0%, 7 ws 
Aus (59) folgt, daß das Gleichungssystem 5 ur 
aF,, OF, | 


erfüllt ist, dessen linke Seite gemäß (87) ein antisymmetrischer 
Tensor dritten Ranges ist. Das System (60) enthält also im 
wesentlichen 4 Gleichungen, die Kor: wie folgt lauten: 


+ +2 = 0 
( 0 a, 0x, 
a 
1) Bei Verzicht auf die Koordinatenwahl gemäß g = — 1 blieben 


vier Raumfunktionen frei wählbar, entsprechend den vier willkürlichen 
Funktionen, über die man bei der Koordinatenwahl frei verfügen kann. 
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Dieses Gleichungssystem entspricht dem zweiten Glei- 
chungssystem Maxwells. Man erkennt dies sofort, indem 


| “a 
Dann kann man statt (60a) in üblicher Schreibweise der drei- 
dimensionalen Vektoranalyse setzen 


oh 
(0b) at + rote =0 
divh = 0. 


Das erste Maxwellsche System erhalten wir durch Ver- 
allgemeinerung der von Minkowski angegebenen Form. Wir 
führen den zu F,, gehörigen kontravarianten Sechservektor 
(62) 
ein sowie den kontravarianten Vierervektor J# der elektrischen 
Vakuumstromdichte; dann kann man das mit Rücksicht auf 


40) gegenüber beliebigen Substitutionen von der Determinante 1 
gemäß der von uns getroffenen Koordinatenwahl) invariante 


Gleichungssystem ansetzen: 
Setzt man nämlich 


welche Größen im Spezialfall der speziellen 
den Größen h,....e, gleich sind, und auBerdem © ne 


J?=i,, =i,, Jt=o, 
so erhält man an Stelle von a me poles 
| dive’ =o. 


Die Gleichungen (60), (62) und (63) bilden also die 
der Maxwellschen Feldgleichungen des 
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Vakuums bei der von uns bezüglich der Koordinatenwall 
getroffenen Festsetzung. 


Die Energiekomponenten des elektromagnetischen Feldes, 
Wir bilden das innere Produkt pen: ee 
(65) =F,.J": 


Seine Komponenten gemäß (61) in dreidimensioniil 


Schreibweise 


1 + [ ’ hl, Per 
. . . » 


= 


(65a) 


| x, =—(i, 

Es ist x, ein kovarianter Vierervektor, dessen Kompo- 
nenten gleich sind dem negativen Impuls bzw. der Energie, 
welche pro Zeit- und Volumeinheit auf das elektromagnetische 
Feld von den elektrischen Massen übertragen werden. Sind 
die elektrischen Massen frei, d. h. unter dem alleinigen Ein- 
fluß des elektromagnetischen Feldes, so wird der kovariante 
Vierervektor x, verschwinden. 

Um die Energiekomponenten T,” des elektromagnetischen 
Feldes zu erhalten, brauchen wir nur der Gleichung x, =0 
die Gestalt der Gleichung (57) zu geben. Aus (68) und (65) 
ergibt sich zunächst 3 


F oF 0 


ou 04, Oa, (F on Fr) — 

Das zweite Glied der rechten Seite gestattet (60) 
die Umformung 

Fer Fou 


0x, 


T, 


welch letzterer Ausdruck aus Symmetriegriinden auch in der 


Form 


1 0 Faß 4 
dine 4a g" Se 
geschrieben werden kann. Dafür aber läßt sich setzen — 


Das erste dieser Glieder ve in a Schreibweise 


das 7 
einig: 
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das zweite ergibt nach Ausführung der Differentiation nach 
einiger Umformung 


Nimmt man alle drei berechneten pet zusammen, so erhalt 
man die Relation . 


a 
0 To” er v 

N 1 y Ph Je 


Die Gleichung (66) ist für verschwindendes x, BUN (80) 
mit (57) bzw. (57a) gleichwertig. Es sind also die T,” die 
Energiekomponenten des elektromagnetischen Feldes. Mit 
Hilfe von (61) und (64) zeigt man leicht, daß diese Energie- 
komponenten des elektromagnetischen Feldes im Falle der 
speziellen Relativitätstheorie die wohlbekannten Maxwell- 
Pointingschen Ausdrücke ergeben. 

Wir haben nun die allgemeinsten Gesetze abgeleitet, 
welchen das Gravitationsfeld und die Materie genügen, indem 
wir uns konsequent eines Koordinatensystems bedienten, für 
welches Y—g = 1 wird. Wir erzielten dadurch eine erhebliche 
Vereinfachung der Formeln und Rechnungen, ohne daß wir 
auf die Forderung der allgemeinen Kovarianz verzichtet hätten: 
denn wir fanden unsere Gleichungen durch Spezialisierung 
des Koordinatensystems aus allgemein kovarianten Gleichungen. 

Immerhin ist die Frage nicht ohne formales Interesse, 
ob bei entsprechend verallgemeinerter Definition der Energie- 
komponenten des Gravitationsfeldes und der Materie auch 
ohne Spezialisierung des Koordinatensystems Erhaltungssätze 
von der Gestalt der Gleichung :(56) sowie Feldgleichungen der 
Gravitation von der Art der Gleichungen (52) bzw. (52a) 
gelten, derart, daß links eine Divergenz (im gewöhnlichen 
Sinne), rechts die Summe der Energiekomponenten der Materie 
und der Gravitation steht. Ich habe gefunden, daß beides 
in der Tat der Fall ist. Doch glaube ich, daß sich eine Mit- 
teilung meiner ziemlich umfangreichen Betrachtungen über 
diesen Gegenstand nicht lohnen. würde; da doch etwas sach- 
lieh Neues dabei nicht herauskommt. 
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E. § 21. Newtons Theorie als erste Näherung. 

Wie sehon mehrfach erwähnt, ist die spezielle Relativitäts. 
theorie als Spezialfall der allgemeinen dadurch charakterisiert 
daß die g,, die konstanten Werte (4) haben. Dies bedeute 
nach dem Vorherigen eine völlige Vernachlässigung der Gravi- 
tationswirkungen. Eine der Wirklichkeit näher liegende Ap 
proximation erhalten wir, indem wir den Fall betrachten, daß 
die g,, von den Werten (4) nur um (gegen 1) kleine Größe 
abweichen, wobei wir kleine Größen zweiten und höheren 
Grades vernachlässigen. (Erster Gesichtspunkt der Ap 
proximation.) 

Ferner soll angenommen werden, daß in dem betrach- 
teten zeiträumlichen Gebiete die g,, im räumlich Unendliehen 
bei passender Wahl der Koordinaten den Werten (4) zustreben; 
d. h. wir betrachten Gravitationsfelder, welche als ausschließ- 
lich durch im Endlichen befindliche Materie erzeugt betrachte 
werden können. 

Man könnte annehmen, daß diese Vernachlässigungen aut 
Newtons Theorie hinführen müßten. Indessen bedarf & 
hierfür noch der approximativen Behandlung der Grund- 
gleichungen nach einem zweiten Gesichtspunkte. Wir fassen 
die Bewegung eines Massenpunktes gemäß den Gleichungen (46) 
ins Auge. Im Falle der speziellen Relativitätstheorie könne 
die Komponenten 

da dz, 
ds’ de 
beliebige Werte annehmen; dies bedeutet, daß beliebige Ge 


schwindigkeiten 
_ı/es das » 


auftreten können, die kleiner sind als die Vakuumlichtgeschwin- 
digkeit (7 <1). Will man sich auf den fast ausschließlich 
der Erfahrung sich darbietenden Fall beschränken, daß ¢ 
gegen die Lichtgeschwindigkeit klein ist, so bedeutet dies, 
daß die Komponenten ee 
als kleine Größen zu behandeln sind, während dz,/ds bs 
auf Größen zweiter Ordnung gleich 1 ist (zweiter Gesichts 
punkt der Approximation). 
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Nun beachten wir, daß nach dem ersten Gesichtspunkte 
der Approximation die Größen J',, alle kleine Größen mindestens 
erster Ordnung sind. Ein Blick auf (46) lehrt also, daß in dieser 
Gleichung nach dem zweiten Gesichtspunkt der Approximation ; 
nur Glieder zu berücksichtigen sind, für welche w= v= 4 u ou 
ist. Bei Beschränkung auf Glieder niedrigster Ordnung erhailt = = 


man an Stelle von (46) zunächst die Gleichungen NE th AN 
dt? 


wobei ds = da, = dt gesetzt ist, oder unter Beschränkung 
auf Glieder, die nach dem ersten Gesichtspunkte der Ap- sa 


proximation erster Ordnung sind: 
= ‘| = 1,2, 3) var, 


Setzt man voraus, daß das Gravitationsteld ein 
quasi statisches sei, indem man sich auf den Fall beschränkt, De: 
daß die das Gravitationsfeld erzeugende Materie nur langsam = eet " 
(im Vergleich mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des on aa 
Liehtes) bewegt ist, so kann man auf der rechten Seite Ab- | Er nr 
leitungen nach der Zeit neben solehen nach den örtlichen © my 

Koordinaten vernachlässigen, so daß man erhält a 


(67) Ge 2, 3). 


Newtons Theorie, wobei 94/2 die Rolle des Gravitations- N 
potentiales spielt. Das Merkwürdige an diesem Resultat ist, 
daß nur die Komponente 94, des Fundamentaltensors allein ; 
in erster Näherung die Bewegung des materiellen Punktes = 
bestimmt. 

Wir wenden uns nun zu den Feldgleichungen (53). Dabei > 
ist zu berücksichtigen, daß der Energietensor der „Materie“ Be 


fiane bestimmt wird, d.h. durch das zweite Glied der rechten >: 
Seite von (58) [bzw. (58a) oder (58b)]. Bildet man die uns ate 
interessierende Naherung, so verschwinden 
bis auf die Komponente kee 
“ 
Annalen der Physik. IV. Folge. 49. 
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A. Einstein. 
Auf der linken Seite von (53) ist das zweite Glied klein von 
zweiter Ordnung; das erste liefert in der uns interessierenden 
Näherung 


Dies liefert fir « = v= 4 bei Weglassung von nach der Zeit 
differenzierten Gliedern 


1 0°’ gu \ _ 
Die letzte der Gleichungen (53) liefert also 
(68) 494 = 


Die Gleichungen (67) und (68) zusammen sind äquivalent 
dem Newtonschen Gravitationsgesetz. 
Für das Gravitationspotential ergibt ‚sich nach (67 ) und 


(68) der Ausdruck ee 3 
d 
(68a) 
n r 
während Newtons Theorie bei der von uns gewählten Zeit- 
ergibt, wich K die gewöhnlich als Gravitationskonstante 
bezeichnete Konstante 6,7.10-® bedeutet. Durch 
ergibt sich 
8a 
§ 22. Verhalten von Masstäben und Uhren im statischen 
@ravitationsfelde. Krümmung der Lichtstrahlen. 
ont F Perihelbewegung der Planetenbahnen. 


Um die Newtonsche Theorie als erste Näherung zu er- 
halten, brauchten wir von den 10 Kompenenten des Gravi- 
tationspotentials g,, nur 944 zu berechnen, da nur diese Kom- 
ponente in die erste Näherung (67) der Bewegungsgleichung 
des materiellen Punktes im Gravitationsfelde eingeht. Man 
sieht indessen schon daraus, daß noch andere Komponenten 
der g,, von den in (4) angegebenen Werten in erster Näherung 
abweichen müssen, daß ai durch die Bedingung 9 = Be 
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Für einen im Anfangspunkt des Koordinatensystems be- 
findlichen felderzeugenden Massenpunkt erhält man in erster 
Näherung die radialsymmetrische Lösung 
Joo = — 9,, — (e und o zwischen 1 und 3) 


10) | 9,4, =9.=0 (o zwischen 1 und 3) ig 


Iss 


io ist dabei 1 bzw. 0, je nachdem oe = o oder 00, r ist die 


. 


GroBe 


+ + 2,27 +2, 
Dabei ist wegen (68a) iid abisk 
10a) 


wenn mit M die felderzeugende Masse bezeichnet wird. Daß 
durch diese Lösung die Feldgleichungen (außerhalb der Masse) 
in erster Näberung erfüllt werden, ist leicht zu verifizieren. 
Wir untersuchen nun die Beeinflussung, welche die metri- 
sehen Eigenschaften des Raumes durch das Feld der Masse M 
erfahren. Stets gilt zwischen den ‚lokal‘ ($ 4) gemessenen 
Längen und Zeiten ds einerseits und den Koordinatendifferenzen 
dz, andererseits die Beziehung 
ds? = In» dz, dx,. 
Für einen ,,parallel der z-Achse gelegten Einheitsmaßstab 
wäre beispielsweise zu setzen 
ds? = -]; 
also 
2 
—1l= d2,’. 
Liegt der Einheitsmaßstab außerdem auf der x-Achse, so 
ergibt die erste der Gleichungen (70) Ei r RN. 


Aus beiden Relationen folgt in erster a genau 
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Der Einheitsmaßstab erscheint also mit Bezug auf das Ko. 
ordinatensystem in dem gefundenen Betrage durch das Vor. 
handensein des Gravitationsfeldes verkiirzt, wenn er radial 
angelegt wird. 

Analog erhält man seine Koordinatenlänge in tangentialeı 
Riehtung, indem man beispielsweise setzt 
de —1; da, =d. =0; zer, & = u 
Es ergibt sich 
(71a) —1= 92d = — 


Bei tangentialer Stellung hat also das Gravitationsfeld des 
Massenpunktes keinen Einfluß auf die Stablänge. 

Es gilt also die Euklidische Geometrie im Gravitations- 
felde nicht einmal in erster Näherung, falls man einen und 
denselben Stab unabhängig von seinem Ort und seiner Orien- 
tierung als Realisierung derselben Strecke auffassen will. 
Allerdings zeigt ein Blick auf (70a) und (69), daß die zu er- 
wartenden Abweichungen viel zu gering sind, um sich bei 
der Vermessung der Erdoberfläche bemerkbar machen zu 
können. 

Es werde ferner die auf die Zeitkoordinate untersuchte 
Ganggeschwindigkeit einer Einheitsuhr untersucht, welche in 
einem statischen Gravitationsfelde ruhend angeordnet ist. Hier 
gilt für eine Uhrperiode 

ds=1; 


Also ist 
1 = 9,,¢2,?; 
V9u Vi + Ga 1) 
oder 
odı 


Die Uhr. läuft also langsamer, wenn sie in der Nähe ponde- 
rabler Massen aufgestellt ist. Es folgt daraus, daß die Spektral- 
linien von der Oberfläche großer Sterne zu uns gelangenden 
Lichtes nach dem roten Spektralende verschoben erscheinen 
müssen.) 


1) Für das Bestehen eines derartigen Effektes sprechen nach 
E. Freundlich spektrale Beobachtungen an Fixsternen bestimmter 
Typen. Eine endgültige Prüfung dieser Konsequenz steht indes noch aus. 
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Wir untersuchen ferner den Gang der Lichtstrahlen im _ 

statischen Gravitationsfeld. Gemäß der speziellen Relativitäts- 
theorie ist die Lichtgeschwindigkeit durch die Gleichung Pr 


- 
— dz,* —dz,* —dz,?+dz,2=0 


die Gleiehung 

(73) ds? Ep v dz, dz, 0 

Ist die Richtung, d. h. das Verhältnis da),:da,:dx, ge- 

geben, so liefert die Gleichung (78) die Größen Rank bala ca 


dx, da, dx, 
da’ 


und somit die Geschwindigkeit 


+ 


\ / 


im Sinne der Euklidischen Geometrie definiert. Man erkennt 
leicht, daß die Lichtstrahlen gekrümmt verlaufen müssen mit — 
Bezug auf das Koordinatensystem, falls die g,, nicht konstant a 
sind. Ist m eine Richtung senkrecht zur Lichtfortpflanzung, u 
so ergibt das Huggenssche Prinzip, daß der Lichtstrahl [in 
der Ebene (y, n) betrachtet] die Krümmung — d y/@n besitzt. 


„ Lichtstran! 


Wir untersuchen die Krümmung, welche ein Lichtstrahl 
erleidet, der im Abstand A an einer Masse M vorbeigeht. 
Wählt man das Koordinatensystem gemäß der vorstehenden 
Skizze, so ist die gesamte Biegung B des Lichtstrahles (positiv 
gerechnet, wenn sie nach dem Ursprung hin konkav ist) in 
genügender Näherung gegeben durch 
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während (73) und (70) ergeben 


V Jee +7, (I+ 


Die Ausrechnung ergibt 


2a xM 
(74) 


sehender eine solche von etwa 0,02”. 

Berechnet man das Gravitationsfeld um eine Größen- 
ordnung genauer, und ebenso mit entsprechender Genauig- 
keit die Bahnbewegung eines materiellen Punktes von relatin 
unendlich kleiner Masse, so erhält man gegenüber den Kepler- 
r Newtonschen Gesetzen der Planetenbewegung eine Abwei- 
rn chung von folgender Art. Die Bahnellipse eines Planeten e- 


nu ; fährt in Richtung der Bahnbewegung eine langsame Drehung 
i 


fet mer pro Umlauf. In dieser Formel bedeutet a die große Halbachse, 
Don ¢ die Liehtgeschwindigkeit in üblichem Maße, e die Exzentrizität, 
T die Umlaufszeit in Sekunden.*) 
Die Rechnung ergibt fiir den Planeten Merkur eine Drehung 
Au der Bahn um 43” pro Jahrhundert, genau entsprechend der 
ae. _ Konstatierung der Astronomen (Leverrier); diese fanden 
nämlich einen durch Störungen der übrigen Planeten nicht 
erklärbaren Rest der Perihelbewegung dieses Planeten von 
der angegebenen Größe. 


1) Bezüglich der Rechnung verweise ich auf die Originalabhand- 
lungen A. Einstein, Sitzungsber. d. Preuß. Akad. d. Wiss. 47. p. 831. 
1915. — K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. Preuß. Akad. d. Wiss. % 
p. 189. 1916 
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Ein an der Sonne vorbeigehender Lichtstrahl erfährt dem- 
nach eine Biegung von 1,7”, ein am Planeten Jupiter vorbei. 
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2. Die Entropie fester Lésunyen; 
won Otto Stern. 


Die Frage, ob die Entropie von Nernst- 
schen Theorem gehorcht und bei abnehmender Temperatur x 
gegen Null konvergiert, ist sehr umstritten. Nernst u. a.!) ; 
bejahen sie, Einstein und Planck?) verneinen sie. Nach 
der Ansicht der letzten beiden Forscher ist beim absoluten 
Nullpunkt die Entropie S, eines aus h Komponenten be- 
stehenden Gemisches pro Mol gleich +a 


(R Gaskonstante, x, i-ten Komponente). Die 
Entropie S des Gemisches bei der T wiirde 

sein (c spezifische Wärme des ET Nach Nernst 
dagegen ist Sy = 0, also 


Wir wollen zunächst die seieudibiabeiiabes die diese Annahme sy 
mit sich bringt, darlegen und die zugunsten der Planck-Ein- 
steinschen Auffassung sprechenden Gründe kurz erörtern. Am lg 
einfachsten gestaltet sich die Diskussion für den Fall eines | 
Gemisches aus chemisch sehr ähnlichen Komponenten. Für 
ein solches gilt erfahrungsgemäß der Satz, daß der Partial- 
dampfdruck einer jeden Komponente proportional ihrem 


1) W. Nernst, Sitzber. d. Kgl. Preuß. Akad. d. Wiss. 1913 (972); ae 
W. H. Keesom, Phys. Zeitschr. 14. p. 665. 1913. Ber 
M. 4. Aufl. 
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O. Stern. 


Molenbruch ist. Um diesen Satz molekulartheoretisch zu 
verstehen, bedienen wir uns eines von Hrn. Einstein mehr- 
fach angewandten Kunstgriffes, nämlich der Methode der 
gekennzeichneten Moleküle. Wir betrachten eine chemisch ein- 
heitliche kondensierte Phase (Flüssigksit oder festen Stoff) 
im Gleichgewicht mit der dampfförmigen Phase und denken 
uns nun einen bestimmten Bruchteil der Moleküle, ohne ihre 
Eigenschaften sonst im geringsten zu verändern, irgendwie 
gekennzeichnet, z. B., grobsinnlich gesprochen, rot gefärbt. 
Dann ist es klar, daß im Gleichgewicht der Prozentsatz der 
roten Moleküle in der kondensierten und in der dampfförmigen 
Phase gleich sein wird, d. h. das obige Partialdampfdruck- 
gesetz ist in diesem Falle, der den idealen Grenzfall eines 
Gemisches aus chemisch sehr ähnlichen Komponenten dar- 
stellt, erfüllt. Die Entropiezunahme, die beim isothermen 
Mischen der beiden Komponenten stattfindet, können wir mit 
Hilfe des Partialdampfdruckgesetzes leicht berechnen, indem 
wir die Mischung reversibel durch isotherme Destillation vor- 
nehmen.!) Da die Mischungswärme in diesem Fall gleich Null 
ist, ergibt sich die Entropieänderung zu 


1,2 
1 
In 


falls wir die Gültigkeit der idealen Gasgesetze für den Damp 
voraussetzen. Diese Voraussetzung bleibt aber, da es sich um 
gesättigte Dämpfe handelt, bis zu den tiefsten Temperaturen 
herab gültig, und ebenso ist nicht einzusehen, weshalb die 
Überlegung mit den gekennzeichneten Molekülen, bei der ja 
von Temperatur gar nicht die Rede war, bei tiefen Tempe- 
raturen versagen sollte. Wir müssen daher annehmen, dab 
die Entropiezunahme beim Mischen der roten und der u- 
gefärbten Moleküle auch für T= 0 gleich 

1 

R > x; In = 

bleibt. Doch brauchen wir uns nicht auf diesen idealen Grenz- 
fall zu beschränken. Das systematische Glied a 

1,h 


RS x, In — 


1) Vgl. z. B. ©. Sackur, Lehrbuch der Thermochemie und Thermo- 
dynamik. 
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Die Ent 


ropie fester Lösungen. 


ist ja bei genügend hohen Temperaturen sicher auch in dem Aus- 
druck für die Entropie eines Gemisches von chemisch sehr ver- 
schiedenen Stoffen enthalten. Wäre nun nach Nernst S, = 0, 
so müßte dieses Glied durch die Integration über c/T ent- 
stehen. Das ist aber ausgeschlossen, falls man annimmt, daß 
die spezifische Wärme c eines Mischkristalls als Summe der 
spezitischen Wärmen seiner Eigenschwingungen nach der 
Planck-Einsteinschen Formel berechnet werden kann. Wes- 
halb diese Überlegungen, die mir lange Zeit die stärksten 
Gründe gegen die Allgemeingültigkeit des Nernstschen Theo- 
rems zu sein schienen, doch in die Irre führen, und wie man 
auf wohl einwandfreie Weise die Entropie einer festen Lösung 
für beliebige Temperaturen bis zum absoluten Nullpunkt 
herab berechnen kann, soll im folgenden gezeigt werden. 


Berechnung der Entropie einer festen Lösung. 


Wir betrachten einen Mischkristall, eine feste Lösung, 
die aus (1— x) Molen = (1— x) N Molekülen des Stoffes A 
ud aus 2 Molen=2N Molekülen des Stoffes B besteht. 
Wir wollen die Stoffe im folgenden als einatomig voraussetzen; 
doch geschieht dies nur, um Weitschweifigkeiten zu ver- 
meiden, da unsere Überlegungen, wie sich zeigen wird, ebenso 
für Moleküle gelten. Wir nehmen ferner an, daß die Atome 
im Mischkristall an raumgitterartig angeordnete Gleich- 
gewichtslagen gebunden sind, und daß alle Atome ihre Plätze 
witemander tauschen können, wozu prinzipiell jede noch so 
langsame Diffusion genügt. Die Entropie einer solchen Lö- 
sung könnte man bei hohen Temperaturen, im Gültigkeits- 
gebiete der klassischen Molekulartheorie, etwa folgendermaßen 
berechnen. Wir denken uns eine sehr große Zahl, z. B. 
ebenfalls N, von Exemplaren unseres Mischkristalls im 
Gleichgewicht mit einem großen Wärmebade. Dann werden 
in einem bestimmten Moment alle möglichen Zustände, die 
der Mischkristall überhaupt annehmen kann, unter diesen N 
Exemplaren vertreten sein, z. B. auch solche Zustände, die 
völliger Entmischung entsprechen. Als die Wahrscheinlichkeit 
eines bestimmten Zustandes bezeichnen wir seine prozentische 
Häufigkeit, d. h. die Zahl der in ihm befindlichen Exemplare, 
lividiert durch N. Wir hätten die Wahrscheinlichkeit eines 
Instandes übrigens auch auf solche Weise definieren können, 
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daß wir einen Mischkristall sehr lange Zeit hindurch beobachten 


O. Stern. 


und angeben, welchen Bruchteil dieser Zeit sich der Kristall 
in dem betreffenden Zustande aufhält. 
zeitlich definierte Wahrscheinlichkeit eines Zustandes hängt 


nun, wie die 
Energie & ab: 


statistische Mechanik lehrt, 
sie ist bekanntlich proportional 


R 
(A x) 


Die räumlich oder 


nur 


von seiner 


Die Wahrscheinlichkeiten aller möglichen Zustände sind aly 
bekannt, wenn ihre Energiedifferenzen gegeben sind, und die 
Entropie des Mischkristalls läßt sich dann nach den Regeln 
der statistischen Mechanik leicht aus diesen Wahrscheinlie- 


keiten berechnen. | 


‚eider 


versagt 


diese Methode aus bisher 


noch unbekannten (Gründen bei tiefen Temperaturen, und die 


dann an ihre 
zur Zeit noch nicht, 
Weise zu 
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Schwierigkeit hilft uns 
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Bei der üblichen, auch den obigen Ausführunge 
wird 
Mischkristalls 
und Geschwindigkeiten sämtlicher 


Stelle tretende Quantentheorie ermöglicht & 
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Zustandsdefinition. 


ter, sehr kleiner Grenzen charakterisiert. Das is 
für unsere Zwecke viel zu eingehende 
Nehmen wir nämlich an, daß die Atome des Mischkristalk 


Schwingungen um raumgitterartig angeordnete Gleichgewichts 


lagen ausführen, 


so interessiert uns bei unserem Problem de 


Mischung hauptsächlich die Art der Verteilung der Atome 4 


und B 
festsetzen, 


über diese 
daß ein 
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die Angabe dieser Verteilung vollständig definiert ist, wobe 


natürlich 
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Atome in weiten Grenzen beliebig sind. 


noch alle Zustände, die dadurch ineinander übergeführt werden 
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‘Molekül des Mischkristalls ansehen. 


Car 


können (die Berücksichtigung der endlichen Ausdehnung des 
Kristalls würde eine minimale Korrektur bedingen). Auch 


solehe Zustände betrachten wir als identisch. Nach diesen 


Festsetzungen ist die Zahl Z der möglichen Zustände des 
Mischkristalls gleich 
(l-—aNia2N! r’ 


nämlich gleich der Zahl der verschiedenen Arten, auf die man 
die Atome über die N Gleichgewichtslagen des Raumgitters des 
Mischkristalls, dessen äußere Form als konstant angenommen 
wird, verteilen kann, dividiert durch r. Jeden dieser Zustände 
können wir nun — und das ist der Grund, weshalb wir den 
Zustand auf diese besondere Art und Weise definierten — als 
eine bestimmte chemische Verbindung der (1— x) N Atome des 
Stoffes A und der x N Atome des Stoffes B zu dem großen 
Die neueren Untersuchun- 
gen über die Konstitution der Kristalle lassen keinen Zweifel zu, 
daß diese Auffassung durchaus dem Wesen der Sache entspricht. 
Es sind also die Z Zustände unseres Mischkristalls die Z Iso- 
meren der chemischen Verbindung, von welcher der Misch- 
kristall ein Molekül ist. Die Aufgabe, die- Wahrscheinlich- 
keiten aller möglichen Zustände und die Entropie der Lösung 
zu bereehnen, ist nunmehr, durch die besondere Art, das 
Problem zu formulieren, eine einfache Aufgabe aus der che- 
mischen Gleichgewichtslehre geworden, die für beliebige Tem- 
peraturen rein thermodynamisch gelöst werden kann. 

Die Ausführung gestaltet sich etwa folgendermaßen. Wir 
wählen als Wärmebad ein ideales Gas, in dem die N Exem- 
plare des Mischkristalls, dem Einfluß der Schwerkraft entzogen, 
suspendiert sind. Das Volumen V des Gefäßes, in dem das 
ganze System enthalten ist, sei so groß, daß der durch die 
Brownsche Bewegung der Mischkristalle verursachte Druck 
auf die Wand des Gefäßes den idealen Gasgesetzen gehorcht. 
Wir bezeichnen mit n, die Zahl der Mischkristalle im i-ten 
Zustande oder, mit anderen Worten, die Zahl der Moleküle 
des ten Isomeren chemischen Gleichgewicht, mit 


dem ungemischten Zustande, den wir durch eine bestimmte 
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O. Stern. 


Form der Grenzfliche zwischen den reinen Komponenten 
charakterisiert annehmen. Wir denken uns nun an dem Gefäß 
Z halbdurchlässige Wände angebracht, deren jede für je ein 
Isomeres und das als Wärmebad dienende ideale Gas dureb. 
lässig ist und an ein durch einen Stempel verschlossenes Gefäß 
grenzt, welches das betreffende Isomere in der Gleichgewichts- 
konzentration enthält. Wir ziehen jetzt den Stempel de 
Ansatzgefäßes mit dem Isomeren 7 reversibel um das Volumen 7 
heraus und stoßen gleichzeitig den Stempel des AnsatzgefiBes 
mit dem Isomeren 1 reversibel so weit hinein, daß n, Moleküle 
aus dem Zustand 1 in den Zustand i überführt werden. Die 
hierbei aufgenommene Wärmemenge ist n,(&;— &), falls &, 
die Energie des Mischkristalls im Zustande 7 bedeutet. Die 
durch den Prozeß bewirkte Entropiezunahme ist also 

Andererseits ist dS gleich der Entropiedifferenz zwischen den 
entstandenen und verschwundenen Stoffen, d. h. es ist 


i 


ds = (Ring Rn. —3 Rin? — 


+n,(0,— 6,). 

Hierin stellt die erste Klammer den von der fortschreitenden 
und drehenden Brownschen Bewegung der Kristalle her- 
rührenden Anteil der Entropie dar, wie ihn die Gastheorie 
liefert, wobei S, die sog. Entropiekonstante ist, während a die 
Entropie der Atombewegungen im Kristall bedeutet, also das, 
was man gewöhnlich als die Entropie des Kristalls bezeichnet, 
Nun können wir alle S,i als gleich ansehen, da S, in univer- 
seller Weise von der Masse und den Trägheitsmomenten des 
Kristalls abhängt.) Die Massen sind aber für alle Isomeren 
gleich, und die geringen Verschiedenheiten der Trägheits- 
momente können wir als für unser Problem unwesentlich ver- 
nachlässigen, da sie nur für die von der Brownschen Re 
tationsbewegung der Kristalle herrührenden Entropiedifferenzen 
ke maßgebend sind. Aus dem gleichen Grunde können wir auch 


1) Vgl. O. Sackur, Ann. d. Phys. 40 
Ann. d. Phys. 38. p. 414; 39. p. 255. 1912; 
14. p. 629. 1913. 


p. 67. 1913; H. Tet ode, 
O. Stern, Phys. Zeitschr. 
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die bei außerordentlich tiefen Temperaturen auftretenden 


Quantenabweichungen dieser enorm großen Moleküle ver- 


nachlässigen. Somit wird 
N; &— &) € 


Bezeichnen wir mit f; = &;— 0,T die freie Energie eines Iso- 
merenmoleküls, d. h. eines Mischkristalls in einem bestimmten 
Zustande, so haben wir: 


l) n, = konst.e *7, 


Wir haben somit die Wahrscheinlichkeit w, = ,/N = & des 
ten Zustandes berechnet. Wir hätten dieses Resultat für 
hohe Temperaturen auch mit Hilfe der klassischen Mole- 
kulartheorie ableiten können; aber die hier benutzte Methode 
hat den Vorzug, daß sie ein für beliebige Temperaturen streng 
gültiges Resultat liefert. Führen wir nun den oben beschrie- 
benen Prozeß mit jedem der Isomere 2 bis Z, also (Z— 1)mal 
aus und trennen auch von dem das Isomere 1 enthaltenden 
Gefäß das Volumen V ab, so erhalten wir von jedem Iso- 
meren »; Moleküle im Volumen V. Die dadurch bewirkte 
Entropiezunahme ist gleich wy 


n, (kind + - Sn, (Ang +o) 


‘ 


Indem wir schließlich alle Isomeren in demselben Volumen V 
meen wobei keine eee auftritt, haben wir 


An 


Mischkristalle aus dem ungemischten in den gemischten Zu- 
stand übergeführt. Dabei waren aber die N Mischkristalle 1 
in dem ihrer Gleichgewichtskonzentration &,// entsprechen- 
den Volumen V/£, enthalten. Verwandle ich also bei gleich- 
bleibendem Volumen N Mischkristalle, deren jeder die beiden 
Komponenten A und B in reinem Zustande enthält, in N Misch- 
kristalle, deren jeder die feste Lösung der beiden Kom- 
ponenten A und B darstellt, so ist die Entropiezunahme um 
om größer, also 
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Andererseits ist diese Entropiezunahme, wenn ich mit o* di 
Entropie der festen Lösung bezeichne, gleich N o* — Na, 
Daher ist 


An; 1 

Ins 
falls wir mit 6= 
u bezeichnen. In analoger Weise soll im folgenden für jede 
\ Größe g ihr Wert für die Lösung mit g*, für das i-te Isomer 

zZ 


N 
M 
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eine mittlere Entropie der Isomeren 


> 

» mit g; und ihr durch die Gleichung ~ y 9 definierter Mitte 
_ wert mit g bezeichnet werden. Setzen wir für n, den oben 
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berechneten Wert konst. e *7 ein, so wird 
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und für die Entropie o*, die Energie e*, die freie Energie f 
we und die spezifische Wärme c* der Lösung ergeben sich folgend 
Werte: 
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Damit ist unsere Aufgabe gelöst. Wir können vermittelst 
eret § der obigen Formeln Entropie und Energie der Lösung be- 
jede rechnen, wenn uns diese Größen für jedes Isomere, das einen 
mer § möglichen Zustand der Lösung darstellt, gegeben sind. Am 
einfachsten ist, wie man sieht, der Ausdruck für f*, den wir 
daher meist der Diskussion zugrunde legen werden. Ferner 
werden wir im folgenden, falls eine Spezialisierung nötig ist, 
ober f annehmen, aß man den temperaturabhängigen Anteil von f; 
mit Hilfe der Planckschen Formel durch eine Summe über 
die 3N Eigenschwingungen des betreffenden Isomeren dar- 
stellen kann. 


Grenzwerte für hohe Temperaturen. 
Wir wollen zunächst zeigen, daß unsere Theorie für hohe 
Temperaturen die bekannten Grenzgesetze für verdünnte 
Lösungen und für Gemische chemisch ähnlicher Stoffe liefert. 


ie 
mt Im letzteren Falle kann man annehmen, daß sich alle f; nur 
” um kleine Beträge ö voneinander unterscheiden. Wir setzen. 
h=f+6,. Dann wird 
=f—k?ln de =f—kTlnZ, 
di 
Ma da mit wachsendem T der Ausdruck 6,/kT gegen Null, e”*: 


also gegen den Wert Eins konvergiert. Nun ist 
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i= r 


also wird bei Anwendung der Stirlingschen Approximatio 
und Vernachlässigung von Inr a) 

InZ = — 
und 


in Übereinstimmung mit der gewöhnlichen Theorie. Für den 
Grenzfall der gekennzeichneten Moleküle sind alle f; gleich, 
und die Entropieänderung beim Mischen ergibt sich wie in der 
Einleitung für alle Temperaturen zu 


Auch fiir ous Fall, daß die eine Komponente, z. B. B, nu 


in geringer Menge vorhanden ist, kann man durch die üblichen 
Überlegungen ableiten, daß f; für die überwiegende Mehrzall 
der Isomeren gleich, und zwar gleich (1—2z)f, +xfz ist 
(fı freie Energie von reinem 4, f„' von B in der Lösung). 
Dann wird 


f* = (1—2) fı + rf,’ —kT mZ = (1—2)f,+ 


1 1 
|, 


wie in der van’t Hoffschen Theorie. 


n Grenzwert für 7=0. Nernstsches Theorem und 
Nullpunktsenergie. 

Für die Diskussion der Grenzwerte, denen o*, e* und f 
für den limes T= 0 zustreben, sind zwei wesentlich ver 
schiedene Fälle zu unterscheiden, je nachdem, ob ein lw 
meres eine kleinere freie Energie als alle übrigen besitzt (Fall a) 
oder ob mehrere Isomere die gleiche freie Energie, und zwat 
wiederum eine kleinere als alle übrigen besitzen (Fall b). 


Wir behandeln zunächst Fall a. Dabei bezeichnen wir lim), 
T=0 
mit f;° und das kleinste f,0 mit f,,°. Man sieht nun leicht ei, 


daß für T= 0 die Wahrscheinlichkeit aller Isomeren gegen 
über der des m-ten verschwindet, während dieses die Wahr 
scheinlichkeit 1 besitzt und allein vorhanden ist. Denn es Et 
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Setzen wir nämlich f,0= f„° + 6;°, wobei alle ö,° nach Voraus- 
setzung positive und endliche Größen sind und nur 4,,° = 0 
ist, so wird 


i 
5° 
weil für 7’ = 05-9 also e *7= 0 wird außer für = m, 
in welchem Falle 7, = 0 alsoe *7=1 wird. Daher it 
= 735 d 


wie behauptet. Es ist das nichts anderes als die aus der che- 
mischen Gleichgewichtslehre längst bekannte Tatsache, daß 
beim absoluten Nullpunkt das Gleichgewicht vollständig nach 
der Seite der Verbindung mit der kleinsten freien Energie 
verschoben ist. Es sei noch bemerkt, daß dieses Isomere 
natürlich auch das den ungemischten Zustand repräsentierende, 
also m = 1 sein kann. Aus dem Vorhergehenden folgt für den 
limes T = 0: o*= f*= 

und die Entropiezunahme beim Mischen wird für den ab- 
soluten Nullpunkt: 

o* — 0, = Om — 94, 

d.h. gleich der Entropieänderung bei der chemischen Um- 
wandlung eines Molekiils in ein mit ihm isomeres Molekiil. 
Das Nernstsche Theorem gilt also im Falle a fiir Lésungen, 
falls es fiir diese Art chemischer Reaktionen gilt. Diese Vor- 
aussetzungen können wir in unserem Falle wohl unbedenklich 
machen, denn die in einer früheren Arbeit!) von mir ge- 


1) Ann. d. Phys. 44. p. 497. 1914. sursgay oth 


Annalen der Physik. IV. Folge. 49. 
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äußerten Bedenken gegen die Gültigkeit des Nernstschen 
Theorems für chemische Reaktionen bezogen sich nur auf den 
Fall, daß Atome aus dem Zustande chemischer Bindung in 
den freien Zustand übergehen, was hier nicht der Fall ist, 
Es scheint aber überhaupt, als ob die in der erwähnten Arbeit 
festgestellte Diskrepanz des Nernstschen Theorems mit der 
Erfahrung durch unerwartete Fehler des Experiments?) be. 
dingt ist, so daß wir die Gültigkeit des Nernstschen Theo 
rems jedenfalls für alle Arten chemischer Reaktionen an- 
nehmen können. Es sei hierzu auch auf die weiter unten 
durchgeführte Diskussion über die allgemeine Gültigkeit dieses 
Satzes hingewiesen. Wir können also setzen: o* — o, = 0, d.h. 
im Falle a gilt das Nernstsche Theorem für Lösungen. 

Dies trifft nicht zu für den Fall b. Haben nämlich mehrere 
(etwa Z,) Isomere die gleiche minimale freie Energie f,,°, so 
kann man in gleicher Weise wie oben zeigen, daß für lim T =0 
jedes von ihnen die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt, während 
die Wahrscheinlichkeit aller übrigen gleich Null wird. Es wird 
dann für lim T = 0: 

f*= fu’ kT nZ,, e*=i= «,,°, = + kiln 
und die Entropieänderung beim Mischen wird für T = 0: 

o* —o, = +k nZ,=—kinZ, 

d. h. im Falle b gilt das Nernstsche Theorem nicht für 
Lösungen, selbst wenn es für chemische Reaktionen gilt Seine 
Gültigkeit hängt also davon ab, ob Fall b möglich ist. Diese 
Frage wollen wir jetzt näher untersuchen. 

Zunächst können wir noch eine Vereinfachung vornehmen, 
indem wir lim 

T=0 

setzen, so daß f;° = e,° wird. Die Frage ist nun, ob von allen 
möglichen Anordnungen, die man durch Verteilung der (1— xz)N 
Atome A und zN Atome B über die N raumgitterartig an- 
geordneten Gleichgewichtslagen des Kristalls herstellen kann, 
nur eine die kleinste Energie besitzt. Das ist sicher dann der 
Fall, wenn alle Anordnungen beim absoluten Nullpunkt ver 


1) Nach einer freundlichen persönlichen Mitteilung von Herrn Ge 
heimrat Nernst hat es sich gezeigt, daß u. a. die spezifische Wärme 
des festen Jods merklich durch die Wärmetönung einer Umwandlung, 
der es bei tiefen Temperaturen unteıliegt, gefälscht ist. 
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Energie haben, wofür wir im Gründe 
beizubringen versuchen werden. Das ist natürlich nicht mög- 
lich, ohne Hypothesen über die zwischen den Atomen wirkenden 
Kräfte zu machen. Es möge daher von vornherein der — 
im Gegensatz zu dem Vorangegangenen — hypothetische 
(harakter der folgenden Erörterungen betont werden. Zu- 
nächst wollen wir voraussetzen, daß die chemische Verschieden- 
heit der Stoffe A und B auch eine Verschiedenheit der zwischen 
den Atomen gleicher und verschiedener Art wirksamen Kräfte 
bedingt. Es könnte nun plausibel scheinen, anzunehmen, daß 
mter dieser Voraussetzung verschiedenen Konfigurationen 
auch stets verschiedene potentielle Energien zukommen. Das 
ist aber nicht richtig. Denn wenn wir die — nach allem, was 
wir wissen, der Wirklichkeit sehr nahe kommende — Hypo- 
these machen, daß immer nur die unmittelbar benachbarten 
Atome aufeinander wirken, so sieht man ohne weiteres, daß 
besonders bei verdünnten Lösungen sehr viele Konfigurationen 
— z. B. alle, bei denen jedes gelöste Atom vollständig von 
Lösungsmittelatomen umgeben ist, — die gleiche potentielle 
Energie haben werden. Man muß dann für den Fall, daß beim 
Mischen Wärme frei wird — anderenfalls hat der ungemischte 
Zustand die kleinste Energie —, annehmen, daß für T= 0 
viele Konfigurationen mit der gleichen kleinsten Energie vor- 
handen sind. Doch liegt die Sache noch ungünstiger, weil 
die obige Voraussetzung, daß chemische Verschiedenheit auch 
Verschiedenheit der Atomkräfte bedingt, nicht in allen Fällen 
mzutreffen braucht. Man muß vielmehr annehmen, daß zwei 
Stoffe A und B auch dann chemisch verschieden sind, wenn 
die von ihren Atomen ausgehenden Kräfte genau gleich und 
nur die Massen der Atome verschieden sind, weil man solche 
Stoffe z. B. durch Schwerewirkung oder Zentrifugieren rever- 
sibel trennen kann. Nach den neueren Anschauungen der 
auf dem Gebiete der Radiochemie arbeitenden Forscher sind 
bekanntlich die sogenannten. Isotopen mit außerordentlicher 
Annäherung als solche Stoffe zu betrachten.!) In diesem 
Falle besitzen nun überhaupt alle möglichen Anordnungen 
die gleiche potentielle Energie. Gegen diese Erwägungen 
könnte man einwenden, daß eben im der Wirklichkeit unsere 


1) S.z. B. K. Fajans, Die Naturwissenschaften pe p. 429 u. 463. 
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Voraussetzungen nie streng erfüllt, daß also prinzipiell auch 
die entferntesten Atome im Kristall Wirkungen, wenn auch 
außerordentlich geringe, aufeinander ausüben, und daß die 
von Atomen mit verschiedener Masse ausgehenden Kräfte 
prinzipiell geringe Verschiedenheiten aufweisen. Für die Gravi- 
tationswirkung ist das ja sicher der Fall; aber auch für die 
von isotopen Atomen ausgehenden chemischen Kräfte resul. 
tieren, falls man der Theorie das Rutherfordsche Atom- 
modell zugrunde legt, ganz geringe Verschiedenheiten, wie 
K. Fajans!) kürzlich gezeigt hat. Mit Hilfe derartiger Über- 
legungen ließe sich das Nernstsche Theorem wohl auf jeden 
Fall aufrecht erhalten. In viel natürlicherer Weise geschieht 
dies jedoch meines Erachtens durch Einführung der Null 
punktsenergie, wodurch, wenn ich so sagen darf, das Nernst- 
sche Theorem mit der richtigen Größenordnung gültig wird. 
Es sind nämlich für einen Mischkristall, der ein Mol einer 
festen Lösung zweier Isotopen darstellt, infolge der Ver. 
schiedenheit der Massen bei Gleichheit der Kräfte die 3N 
Eigenschwingungen des Systems für verschiedene Konfigu- 
rationen verschieden, und es wird daher jedenfalls auch die 
Summe ihrer Eigenfrequenzen 

(»,;® ist die I-te Eigenschwingung des i-ten Isomeren) ver- 
schieden sein. Dann wird auch die Nullpunktsenergie vom 
Betrage 


x 


der Konfigurationen verschieden, und beim absoluten Null 


punkt wird das Isomere, fiir das 
i 


e 


ein Minimum ist, die Wahrscheinlichkeit Eins haben. Ebenso 
verursacht die Nullpunktsenergie eine Verschiedenheit der ¢' 
für den oben erwähnten Fall der verdünnten Lösungen. Natit 
lich müßten diese hier aufgestellten Behauptungen durch 
explizite Berechnung, auf die ich in einer folgenden Arbeit, 


1) K. Fajans, Elster- u. Geitel-Festschrift, p. 623. 1915. 
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Die Entropie fester Lösungen. 


die auch die Behandlung einfacher Spezialfälle auf Grund der 
hier entwickelten Theorie bringen soll, eingehen zu können 
hoffe, nachgewiesen werden; doch ist ihre Richtigkeit wohl 
such ohne dies ersichtlich. Nur in einem Fall ist die Energie 
verschiedener Anordnungen sicher gleich, wenn es sich nämlich 
um zwei spiegelbildlich gleiche Konfigurationen handelt. Wäre 
ihre Energie zugleich kleiner als die aller übrigen Isomeren, 
30 besäßen sie beide beim absoluten Nullpunkt die gleiche 
Wahrscheinlichkeit, nämlich 3, und die Entropie der Lösung 
würde fir T= 0 nicht gegen Null, sondern gegen den Wert 


In 2 


kin2=R N 


konvergieren, wodurch ein prinzipieller Widerspruch gegen 
das Nernstsche Theorem bedingt wäre. Ich glaube aber, 
daß dieser Widerspruch durch quantentheoretische Betrach- 
tungen behoben werden kann, doch bin ich nicht imstande, 


dies durch die in dieser und in meinen früheren Arbeiten an- — 


gewandten Methoden zu beweisen. Hier möchte ich noch die 
Bemerkung anschließen, daß die obigen Überlegungen auch 
für Gemische optisch-aktiver Isomeren gelten, da auch bei 


diesen den verschiedenen Anordnungen der Stoffe verschiedene 


& entsprechen, wie man durch Betrachtung der Atomgitter 
statt der Molekülgitter einsieht. 


Es mögen nun noch die in der Einleitung angeführten 


Argumente, welche die Möglichkeit, das Nernstsche Theorem 


für Lösungen aufrecht zu erhalten, auszuschließen schienen, — 


auf Grund unseres jetzigen Standpunktes kurz besprochen 
werden. 

Die Überlegung mit den gekennzeichneten Molekülen ist 
dahin zu modifizieren, daß solche Moleküle auch bezüglich 
der vom Nernstschen Theorem geforderten Abweichungen 
von der klassischen Theorie der Lösungen einen Grenzfall 


darstellen, indem diese Abweichungen erst bei um so tieferen 


Temperaturen auftreten, je ähnlicher die Moleküle sind. Die 
Überlegung gilt also beim absoluten Nullpunkt nur für solche 


Moleküle, die genau gleiche Masse haben und von denen genau 
gleiche Kräfte ausgeben. Solche Stoffe kann man aber nicht 


mehr als chemisch verschieden ansehen, weil sie nicht auf 
teversible Weise getrennt werden können. 
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zweite Einwand, daß das Glied 


444 


durch Integration über c/T nicht entstehen kann, falls ¢ als 
Summe der spezifischen Wärmen der Eigenschwingungen des 
Mischkristalls berechenbar ist, erledigt sich durch den Hin- 
weis auf die oben abgeleitete Formel (5) für die spezifische 
Wärme der Lösung 


die zeigt, daß c* nicht als solche Summe darstelibar ist, son- 
dern daß zu c* die Umwandlungswärmen der Isomeren, deren 
Einfluß das zweite Glied darstellt, wesentlich beitragen. An 
dieser Stelle möge auch auf den einzigen meines Wissens 
bisher vorliegenden Ansatz zu einer Theorie der festen Lö 
sungen auf Grund des Nernstschen Theorems wenigstens für 
sehr tiefe Temperaturen hingewiesen werden. Herr Nernst) 
hat nämlich für den osmotischen Druck P einer festen Lé- 
sung das Grenzgesetz P=«a+PßT* (a und ß sind spezifische 
Konstanten) versuchsweise für den Fall aufgestel!t, daß bei 
sehr tiefen Temperaturen, bei denen die Entropie der Lösung 
schon stark degeneriert ist, ihre spezifische Wärme dem 
Debyeschen Grenzgesetz folgen würde. Ob das in diesem 
Temperaturgebiet überhaupt möglich ist oder sogar bei ge 
nügend tiefer Temperatur allgemein eintritt, könnte erst eine 
eingehendere Rechnung zeigen. Nur so viel ist sicher, dab 
umgekehrt bei einem Gemisch aus chemisch und an Masse 
sehr ähnlichen Komponenten der Fall eintreten wird, daß die 
spezifische Wärme der Lösung bereits proportional T?- ist, 
während der osmotische Druck sich noch vollständig normal 
verhält, weil auch das systematische Glied 


in der Entropie noch vorhanden ist. Sein vom Wr 
Theorem erfolgt erst ion tiefen 
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Die Entropie fester Lösungen. i) 839 
Temperaturen gerade dadurch, daB das Debyesche Grenz- 
gesetz ungültig wird. Es wird dann bei noch tieferen Tempera- _ Fas 


turen wieder giiltig, bei denen die Lésung nahezu in eine reine 
chemische Verbindung, das Isomere mit der kleinsten Energie, 
übergegangen ist. Es ist wohl kaum nötig hinzuzufügen, daß 
man bei experimenteller Untersuchung eines bestimmten Misch- 
kristalls bei genügend tiefen Temperaturen natürlich stets das 
Debyesche Grenzgesetz bestätigt finden würde, weil man in- 
folge der außerordentlichen Langsamkeit der Diffusion (= der 
außerordentlich geringen Reaktionsgeschwindigkeit der Iso- 
merenumwandlungen) bei tiefen Temperaturen keine Lösung, 
sondern nur ein bestimmtes Isomere vor sich hätte. 

Zusammenfassend läßt sich über die Bedeutung unserer 
Resultate etwa folgendes sagen: Es soll und kann nicht be- 
hauptet werden, daß es hier gelungen wäre, die Gültigkeit des 
Nernstschen Theorems für Lösungen streng zu beweisen. 
Dagegen glaube ich, in einwandfreier Weise die Bedingung 
für diese Gültigkeit aufgezeigt und ihr prinzipielles Erfülltsein 
in der Wirklichkeit zum mindesten als wahrscheinlich nach- 
gewiesen zu haben. Es besteht also durchaus die Möglichkeit, 
das Nernstsche Theorem auch für Lösungen aufrecht zu 
erhalten, was bisher nicht der Fall zu sein schien.!) 

Da nun aber das Nernstsche Theorem, wie mehrfach 
betont wurde, seiner ganzen Art nach ein Satz ist, dessen 


wesentliche Bedeutung auf seiner allgemeinen Gültigkeit be- zT 
ruht, weshalb er ja auch oft als dritter Hauptsatz der Wärme- 


theorie bezeichnet wird, so würde ihm durch den Nachweis 
seiner Ungültigkeit auch nur in einem einzigen Falle, näm- 
lich dem der Lösungen, ein großer Teil seines Wertes ge- 


nommen und seine Gültigkeit auch für andere Fälle in 
besitzt das Nernst- 


Frage gestellt werden. Andererseits 
sche Theorem, das eine große Menge experimentell sowie 


1) Bezeichnend dafür ist auch, daß — bis auf die oben besprochene _ 


Ausnahme — noch kein Versuch gemacht worden ist, eine Theorie der 
Lösungen auf Grund des Nernstschen Theorems zu entwickeln, obwohl 
es doch besonders denjenigen Forschern, die sogar eine Entartung der 
idealen Gase bei Annäherung an den absoluten Nullpunkt annehmen, 
nahegelegen hätte, etwas Analoges für die Lösungen anzunehmen, Ich 


glaube übrigens, daß es gelingen wird, die Theorie der idealen Gase nach Ir 
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O. Stern. 


theoretisch gefundener Tatsachen und Gesetze einheitlich 
abzuleiten gestattet und selbst aus dem Prinzip von der Up. 
erreichbarkeit des absoluten Nullpunktes gefolgert werden 
kann, eine derartig hohe innere Wahrscheinlichkeit für sich, 
daß ich fast sagen möchte, es genügt, die Möglichkeit seiner 
allgemeinen Gültigkeit nachgewiesen zu haben, um sicher zu 
sein, daß es wirklich allgemein gilt. Daher möchte ich auch 
die Erörterungen über die Rolle der Nullpunktsenergie nicht 
etwa als eine Ableitung des Nernstschen Theorems mit Hilfe 
der Hypothese der Nullpunktsenergie, sondern viel eher ak 
Stütze für diese Hypothese aufgefaßt wissen. Jedenfalls be- 
steht zwischen diesen beiden Dingen ein enger Zusammenhang, 
der auch an manchen anderen Stellen, z. B. in der Theorie des 
Magnetismus, zutage tritt. Zum Schluß sei noch besonder 
betont, daß die im letzten Abschnitt behandelten Fragen 
natürlich nichts mit der Ableitung unserer Formeln (1) bis (5) 
zu tun haben, die rein mit Hilfe der klassischen chemischen 
Gleichgewichtslehre begründet sind. 


Zusammenfassung. 


In der vorliegenden Arbeit wurde die allgemeine Theorie 
der festen Lösungen auf Grund folgender Annahmen ent- 
wickelt. In einem Mischkristall sind die Moleküle der Kom- 
ponenten an raumgitterartig angeordnete Gleichgewichtslagen 
gebunden. Durch Diffusion können die Moleküle ihre Plätze 
tauschen. Man erhält alle möglichen Zustände des Misch- 
kristalls, indem man die Moleküle verschiedener Art auf alle 
möglichen Weisen über die Gitterpunkte verteilt. Jeder dieser 
Zustände stellt eine bestimmte chemische Verbindung dar, 
die mit allen übrigen Zuständen isomer ist. Der Mischkristall 
in einem bestimmten Zustande ist also ein Molekül der durch 
diesen Zustand repräsentierten chemischen Verbindung. Die 
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Zustandes und die Entropie 
der Lösung werden dann mit Hilfe der chemischen Gleich- 
gewichtslehre berechnet, woraus sich auch die allgemeinen 
Formeln für die Energie, freie Energie und spezifische Wärme 
der Lösung ergeben. Der Grenzwert des so erhaltenen Aus 
druckes für die Entropie der Lösung wird für hohe Tempe 
raturen mit dem aus der klassischen Theorie erhaltenen iden- 
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tisch; für den limes T=0 wird er gleich Null, falls. nur ein 
Zustand beim absoluten Nullpunkt eine kleinere Energie als 
alle übrigen besitzt. Dies ist also die Bedingung für die Gültig- 
keit des Nernstschen Theorems für Lösungen. Es wird ge- 
zeigt, daß diese Bedingung in ungezwungener und natürlicher 
Weise erfüllt ist, wenn man die Annahme einer von der Fre- 
quenz abhängigen Nullpunktsenergie macht. Die Bedeutung 
dieser Resultate für die Frage nach der Allgemeingültigkeit 
des Nernstschen Theorems wird diskutiert. 
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8. Die elektrodynamische Spaltung der — 
Serienlinien des Wasserstoffs; 
von W. Wien. 


(Aus dem Physikalischen Institut der Universität Würzburg.) 
(Hierzu Tafel V.) 


Bald nach der Entdeckung der elektrischen Aufspaltung der 
Wasserstofflinien durch Stark!) hatte ich?) aus der elektro- 
magnetischen Theorie die Folgerung gezogen, daß diese Wirkung 
auch im magnetischen Felde eintreten müsse, wenn leuch- 
tende Teilchen in ihm mit genügend großer Geschwindigkeit 
bewegt werden. Da nämlich die elektrische Kraft sich all 
gemein aus zwei Teilen zusammensetzt nach der Gleichung 


wo € die elektrostatische, 9 die magnetische Kraft, beide 
im elektromagnetischen Meßsystem gemessen, d die Bewegungs 
geschwindigkeit, ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen, 9 
kann € durch [bv] ersetzt werden, wenn es gelingt, diese 
Kraft genügend groß zu machen. Wenn € in Volt/em ge 
messen wird, erhält man den Faktor 10%, so daß bei einem 
Werte von v = 10% em/see dieselbe Wirkung erzielt werden 
muß, wenn 5 ebenso groß, in Gauss gemessen, ist wie Em 
Volt/em gemessen. 

Die Geschwindigkeit 10% cm/sec läßt sich bei Wasser- 
stoffkanalstrahlen annähernd erreichen, und so macht & 
keine Schwierigkeit, durch die Bewegung der Kanalstrahlen 
im magnetischen Felde Kräfte zu erhalten, wie sie bei den 
ersten Starkschen Untersuchungen angewendet worden sind. 
Da indessen die Kanalstrahlen Strahlen verschiedener Ge 
schwindigkeit enthalten, so erhält man keine scharfen Linien 


1) J. Stark, Berl. Ber. 20. November 1913. 
u ae 2) W. Wien, Berl. Ber. 22. Januar 1914. 


fur 
ich 
may 
Bin 
Kat 
nac 
lieh 
sich 
Str 
Das 
om 
Kr: 
den 
Bil 
Bar. 
> 
} : 
die 
8 


eide 
ngs- 
80 
ese 
ge 
nem 
‘den 
in 


es 
hlen 
den 
ind. 
vien 


der Serienlinien w 


durch die magnetische Einwirkung, so daß sich die einzelnen 
bei nicht sehr großer Trennung überdecken und nur eine erheb- 
liche Verbreiterung der ursprünglichen: Linien erkennen lassen. 

Bei der ersten experimentellen Prüfung wurde.ein Elektro- 
magnet der alten Ruhmkorffschen Konstruktion benutzt. 
Einer der Magnetpole war durchbohrt, um das Licht der 
Kanalstrahlen hindurchzulassen. Die Kanalstrahlen traten 
nach dem Verlassen der Kathode der im Eisenschutz befind- 
lichen Röhre in eine Glasröhre von 6 mm Durchmesser, die 
sich horizontal zwischen den Polen des Magneten befand. Der 
Strom wurde von einer 20plattigen Influenzmaschine geliefert. 
Das Magnetfeld wurde durch eine kleine Spule von 2 mm 
Durchmesser, deren Windungsfläche in einem Felde von be- 
kannter Stärke bestimmt war, gemessen. Da Magnetfeld und 
Kanalstrahlen horizontal verliefen, war die Richtung der 
Kraft [v9] senkrecht. Das Licht der Kanalstrahlen fiel, nach- 
dem es durch die Durchbohrung des Magneten gegangen war, 
auf eine Kalkspatplatte von 3,5 em Dieke und wurde hier 
in zwei Strahlen zerlegt, von denen der eine vertikal, der 
andere horizontal polarisiert war. Er fiel dann auf eine Kon- 
densorlinse, die zwei reelle senkrecht zueinander polarisierte 
Bilder des von der Magnetdurchbohrung ausgeblendeten Kanal- 
strahlenstückes auf den Spalt des Steinheilschen Spektro- 
graphen warf. Die Entfernung der Kondensorlinse von den 
Kanalstrahlen betrug 66 cm, die Linse selbst hatte 2,5 em Durch- 
messer. Die äußersten die Linse treffenden Strahlen bildeten 
daher einen Winkel mit der Bewegungsrichtung der Kanal- 
strahlen, dessen Cotangente 1,25/66 war. Die Dopplerverschie- 
bung kann demnach bei den Beobachtungen nicht in Betracht 
kommen. Der Spektrograph polarisiert selbst das Licht durch 
Reflexion an den Prismen in erheblichem Maße senkrecht zur 
horizontalen Einfallsebene, schwächt daher die senkrecht zu 
[90] polarisierten Strahlen. 

Daher sind die am meisten verschobenen Linien bei der 
Zerlegung stärker geschwächt. Dadurch wurde die Sicherheit 
gewonnen, daß die beobachtete Linienverbreiterung nicht 
von einer photographischen Wirkung herrührte. 

Die Geschwindigkeit v der Kanalstrahlen wurde durch 
die Dopplerverschiebung gemessen, und zwar wurden unter 
genau denselben ae sowohl die Aufnahmen der 
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Dopplerverschiebung der Linie des Wasserstoffs wie die Ver. § 4? 
änderung im magnetischen Felde vorgenommen. Auch die § “@ 
mehrstündigen Expositionszeiten wurden so gleich wie mög. | PM 
lich gewählt. 

Die beobachteten Verbreiterungen zeigten sich tatsächlich | 2 
so groß, wie sie von der Theorie vorausgesehen werden. Immer 
waren die senkrecht zu [v] polarisierten Komponente 
wesentlich stärker verbreitert. 

Gemessen wurde die Gesamtbreite. Nun ist diese durch 
die größten Geschwindigkeiten bedingt, die in den Kanal 
strahlen vorkommen. Da das Leuchten mit zunehmender § ? 


Geschwindigkeit relativ schnell kleiner wird, so ist die Grenz iR 
nieht scharf definiert, sondern höngt von den Intensitäten | 
und der Expositionsdauer ab. Um vergleichbare Ergebnise | 
zu erhalten, wurde für jede gemessene Verbreiterung die größte ins 


Geschwindigkeit am Dopplerstreifen beobachtet, bei gleicher 
Maximalschwärzung, gleicher Expositionsdauer und im übrigen 2 


nahe gleichen Bedingungen. 


Die Tabelle enthält die Messungen. 7 
Spannung Grenz- Linienbreite Le 

Volt geschwin- Proz. | AuBere Komponente | Innere Komponente ang 

Gt berechnet | beobachtet| berechnet | beobachte Bei 

H, mu 

5000 | 6,5-10° | 11000-10%| 4,4 A 39 A. | 32 Ä 284 m 

500 6,5 11000 4,4 5,0 — — 
- 8200 5,2 8800 3,5 4,2 2,6 2,3 

8200 6,6 11200 4,5 4,8 3,3 3,7 Be 

150 7,7 13100 5,2 6,2 3,8 4,8 Ur 

H 

8200 | 6,4 1090 | 3,0 ha E 

14500 | 7,7 13100 | 3,6 els 

Gl 


Die erste Reihe gibt die Entladungsspannung, die zweit „; 
die am Dopplerstreifen gemessene größte Geschwindigkeit, def je 
dritte die Größe vH. Die nächsten Reihen geben die, Linien 
breiten. Als äußere Komponente sind die senkrecht zu OR g, 
polarisierten, als innere die parallel polarisierten bezeichne.$ y; 

Zum Vergleich ist die Linienverbreiterung berechnet, wef jj 
sie einer Kraft vH entsprechen würde, wenn nach den ersta _ 
Beobachtungen von Stark durch ein Feld von 13000 Volt/em 
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die äußeren Komponenten von H, einen Abstand von 5,2 A.B. 
jie von H, einen solchen von 8,6 A.-E., die inneren ene 
ponenten von H, einen Abstand von 3,8 A.-E. haben. 

Man sieht, daß die beobachteten und berechneten Werte 
nahe übereinstimmen. 


Aufspaltung der Linien. 


Bei den beschriebenen Versuchen konnte nur eine sehr 
erhebliche Verbreiterung, keine eigentliche Spaltung, be- 
obachtet werden. Die letztere war nur einmal bei H_ an- 
gedeutet bei einer Beobachtung mit niedriger Spannung der 
Entladung, weil hier eine verhältnismäßig schwache Licht- 
aussendung der ruhenden Teilchen, welche sonst eine un- 
verschobene Linie in der Mitte geben, stattgefunden hatte. 

Um eine größere Trennung der Linien zu erhalten, mußte 
das Magnetfeld verstärkt werden. Außerdem wurde die Dis- 
persion des Spektrographen vergrößert. 

Die Schwierigkeiten, die sich der Durchführung dieser 
Versuche entgegenstellten, waren erheblich größer, als anfangs 
vermutet werden konnte. Das Magnetfeld wurde durch einen 
Blektromagneten nach Du Bois!) (großes Modell) erzeugt. 
leider verträgt dieser sonst vortreffliche Apparat bei dem 
angebrachten Kühlungssystem noch nicht die ungemein langen 
Betriebszeiten, die ihm bei diesen Versuchen zugemutet werden 
mußten. So kam es, daß die Isolationen der Wickelungen 
zweimal sehr beschädigt wurden, obgleich der Strom nicht 
einmal die angegebene Stärke von 27,5 Amp., die für längere 
Belastung angegeben ist, erreichte. Hierdurch waren der 
Untersuchung von vornherein Grenzen gezogen. ; 

Es traten indessen noch andere Schwierigkeiten auf. Das | 
viel stärkere Feld des Du Boisschen Magneten übt auf die 
eiserne Kathode eine so starke Anziehungskraft aus, daß die 
Glasröhre die Kathode nicht tragen kann und daher regel- 
mäßig zertrümmert wurde. Es mußte daher auf die gewöhn- 
liehe Anordnung verzichtet werden. 

Ferner kann zwischen den eisernen Armaturen kein eiserner 
Schutzzylinder von so großem Durchmesser angebracht werden, 
wie ich ihn sonst zu gebrauchen pflegte. Wegen des kleineren | 
Eisenzylinders mußte auch der Durchmesser der Entladungs- = 


1) H. du Bois, Ann. d. Phys. 42. p. 953. 1913. 
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röhre verkleinert werden, wodurch die Erzeugung der Kanal. 
strahlen nicht günstig beeinflußt wird. 

Die Verstärkung des Magnetfeldes und die Vergrößerung 
der Dispersion hatten auch zur Folge, daß die Spektrallinien 
stärker auseinandergezogen wurden und dadurch viel licht- 
schwächer waren. Auch wurden die Kanalstrahlen selbst durch 
das stärkere Magnetfeld mehr geschwächt. Um die Expositions- 
zeiten nicht ins Unmögliche anwachsen zu lassen, mußte eine 
stärkere Stromquelle für die Erzeugung der Kanalstrahlen 
benutzt werden. Induktionsapparate erwiesen sich für die 
von dem engen Eisenzylinder umschlossene Entladungsröhre 
als unbrauchbar. Es wurde daher eine zweite vierzigplattige 
Influenzmaschine angefertigt. Diese Maschine ist vom Instituts- 
mechaniker des Physikalischen Instituts, Hrn. J. Wendel, 
in vortrefflicher Ausführung hergestellt. Immerhin verstrich 
geraume Zeit, bis der Apparat vollkommen brauchbar war. 
Diese Influenzmaschine gibt unter günstigen Bedingungen einen 
Strom von 2 Milliamp. Mit der zwanzigplattigen zusammen 
war ein Strom von 2,8—3 Milliamp. zu erreichen. Aber der 
stärkere Strom in der Entladungsröhre verlangte wieder eine 
neue Änderung. Durch das innerhalb des Schutzzylindes 
übrigbleibende Magnetfeld werden die Kathodenstrahlen etwas 
abgelenkt, so daß sie die Seitenwand der Entladungsröhre 
treffen. Die Glasröhren vertrugen bei dem stärkeren Strom 
die dadurch hervorgerufene Erhitzung nieht und zersprangen 
nach kurzer Zeit. Diese Schwierigkeit wurde durch Benutzung 
eines Rohres aus Hartbrandporzellan (innen und außen glasiert 
der Kgl. Porzellanmanufaktur in Charlottenburg beseitigt. 
Dieses Rohr bewährte sich vortrefflich. 

Figg. 1 und 2 zeigen die schließliche Anordnung. Ab 
Magnetpole wurden die Kegelpole 43:6 benutzt, von 
denen einer durchbohrt war. Der Polabstand betrug 4,5 mm. 
M ist der Magnetschutz, die Kathode K mit ihm massiv ver 
bunden. Auf dem Eisen der Kathode liegt eine Aluminium- 
scheibe. In die Durchbohrung ist die Glasröhre r eingesetzt, 
die sich zwischen den Polen des Magneten befindet. Sowohl 
diese Röhre wie die Porzellanröhre P sind mit Chotimsky- 
kitt festgekittet. Die Röhre r führt auch zur Gaedepumpe, 
um einen beständigen Strom von Wasserstoff durch die Ent 
ladungsröhre zu leiten. . Durch das. Rohr R fließt beständig 
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Kühlwasser, damit die Kathode sich nicht erwärmt. Das 
licht der Kanalstrahlen geht durch die Durchbohrung 0, 
fällt auf das Kalkspatprisma D, dann auf den Kondensor C, 
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Fig. 1. nat. Größe. 


der die beiden reellen Bilder auf den Spalt S des Spektro- 
gaphen entwirft. Die Entfernung zwischen Röhre r und 
Kondensor betrug 48 cm, die Entfernung vom Kondensor 
bis zum Spalt 5 cm. 

Um eine größere Dispersion des Spektrographen zu er- 
reichen, wurde die Steinheilsche Kameralinse durch ein 
Zeißsches Tessar, wie es auch von Hrn. Stark verwendet 
wurde, ersetzt. Die Linse hat ein Öffnungsverhältnis von 1:4,5 
wd eine Brennweite von 40 em. Wenn auch die Lichtstärke 
des Apparates etwas verringert war, so ist doch der Vorteil 
der größeren Dispersion für die Aufspaltung der Linien sehr 
wesentlich gewesen. Das Tessar wurde von der Firma Zeiß 
kihweise überlassen. Ich. möchte ihr für das freundliche Ent- 
gegenkommen bestens danken. 

Als photographische Platten wurden teils „Hauff Extra 
rapid“, teils ,, Lumiére sensibilité extröme““ verwendet. Letztere 
waren ein wenig empfindlicher. Als Entwickler wurden Hydro- 
ehinon-, später Glycinentwickler benutzt. 

Die Expositionen waren meist sehr lang. H, und H, 
konnten normal exponiert werden; H, war selbst nach 60stün- 
diger. Exposition. und sehr breitem Spalt noch stark unter- 
belichtet. 

Auf der Tafel V ist eine Anzahl der Aufnahmen ver- 
größert wiedergegeben, da die Originalaufnahmen zu klein 
sind. Die Vergrößerung ist auf photographischem Wege von 
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den Herren Dr. Seemann und Dr. Rüchardt ausgeführt, 
denen ich meinen besten Dank für ihre Bemühungen sage, 

Nr. 1 zeigt die äußeren (senkrecht zur Kraft [ 0] pola 
risierten) Komponenten von H, getrennt, die inneren verbreitert, 

Nr. 2 zeigt von H, die äußeren Komponenten getrennt, 
die inneren verbreitert. Die von den nicht bewegten Teilchen 
ausgesandte ungeänderte Linie ist nicht sichtbar. 

Nr. 3 zeigt die äußeren Komponenten von H, getrennt, 
außerdem die ungeänderte Linie in der Mitte. 

Nr. 4 und 5 zeigen dasselbe wie Nr. 3 

Nr. 6 zeigt H, als sehr verbreiterte Linie. Wegen der 
außerordentlichen Lichtschwäche mußte der Spalt mehr ak 
doppelt so breit genommen werden. Daher ist die Trennung 
nicht sichtbar. 

Die an diesen Aufnahmen gemessenen Verschiebungen der 
Linien (beobachtet) sind mit denen aus der elektrischen Auf. 
spaltung gewonnenen (berechnet) verglichen. 

Nr. 1. Platte 9, H,, gemessener Abstand der äußere 
Komponenten 1,2 mm. 

Dispersion: 11 x 1 mm = 80 Ä.-E. = 
Daraus berechnet sich: 8,25 Ä.-E. als Abstand. ff 


- Die Geschwindigkeit im Dopplerstreifen betrug 4,7.10' 
für die größte Intensität. 

Daraus folgt H v = 11750 . 10%. 

Für genau dieselbe Kraft 11750 Volt/em findet Wilsar)) 


Qi 9 
3,2 A.-E. 
Nr. 3. Platte 9, H,, gemessener Abstand der inlene 
Komponenten = 3 mm. 
Dispersion: 11 x 1 mm = 19 Ä.-E. BRag ili 
Abstand = 5,2 A-E. 


Wilsar berechnet = 50Ä-E 


Bei den folgenden Aufnahmen wurde der Intensitits 
unterschied zwischen den beiden senkrecht zueinander polar 
sierten Bildern dadurch beseitigt, daß vor die Kondensor 
linse ein parallel zur Achse geschnittenes ee 
1) H. Wilsar, Gott. Ber. 94.29... 
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gebracht wurden, so daß jeder der beiden aus dem Kalkspat 
austretenden Strahlen in zwei Strahlen zerlegt wurde, deren 
Polarisationsebene um 45° gegen den Spalt geneigt war. Auf 
diese Weise schwächte die polarisierende Wirkung des Spektro- 
gaphen beide Bilder in gleicher Weise. 

Nr. 4. Platte a, i; gemessener Abstand der äußeren 
Komponenten 3 mm. ies 

Dispersion: 12 x 1 mm = 19 Ä.-E. A 

Daher ist der Abstani = 4,8 Ä.-E. Zu 

Die mittlere Geschwindigkeit ist 4 . 10° em/sec, H = 26000, 
daher 

vH = 10400 . 108. 

Abstand (berechnet) = 4,5 A.-E. 

Nr. 5. Platte y gibt dasselbe. Ä 

Nr. 6. Platte 6. Bei H, kann nur die Verbreiterung 
gemessen werden. Es muß daher wieder die größte Geschwindig- 
keit der Rechnung zugrunde gelegt werden. En 


A. Äußere Komponenten: 


Gemessene Breite: 10 mm. 
Dispersion: 12 X 1mm = 13,6 A-E, 
Daher Breite (beobachtet): 11,3 Ä.-E. 


Nach Stark!) ist der Abstand der äußeren a 
bei H, bei einem Felde von 28500 Volt/em = 17,7 A.-E 


Die maximale Geschwindigkeit betrug für Platte 6: _ 
0, = 6,5. 107. 
Daher ist H v = 26000 . 6,5 . 107 = 17000 . 108. es 
Die Breite berechnet sich hieraus ee 
ie Breite berechnet sich hieraus 


17,7-17000 _ 106 


B. Innere Komponenten: N 
4 Gemessene Breite: 7 mm 


Annalen der Physik, IV. Folge. 49. 
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Der Abstand der inneren Komponenten ist bei 28500 Volt/en 
nach Stark = 13 A.-E., also für 17000 berechnet 


= 7,7 A.-E. 


Es kann wohl keinem Zweifel unterliegen, daß die vo 
der Theorie verlangte Spaltung der Linien tatsächlich ly. 
obachtet und daß auch die Größe der Zerlegung die richtige ist, 

In theoretischer Hinsicht ist dieses Ergebnis insofern von 
Bedeutung, als dadurch gezeigt wird, daß eine wirklich strenge 
Folgerung aus der elektromagnetischen Theorie sich auch für 
die Vorgänge bei der Lichtaussendung bestätigt. Man win 
daher doch Bedenken tragen, eine Theorie, die sich so gut 
bewährt, zu verlassen. 

Es ist nicht ausgeschlossen, daß die beobachtete elektro- 
dynamische Wirkung auf die Spektrallinien auf der Sonne 
vorkommt. Das in den Sonnenstrahlen festgestellte Zee- 
mansche Phänomen hat erwiesen, daß auf der Sonne starke 
magnetische Felder vorhanden sind. Falls auch schnell bewegte 
leuchtende Wasserstoffatome vorkommen, so würde die elektro- 
dynamische Spaltung der Linien beobachtet werden müssen. 


Würzburg, Februar 1916. 


(Eingegangen 28. Februar 1916.) 
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4, Versuche über das Leuchten der Wasserstojf- 


Kanalstrahlen; 
von R,v. Hirsch, 
te 


Die im folgenden beschriebenen Versuche befassen sich 
mit einigen Fragen, die seit Entdeckung des Dopplereffektes 
an Kanalstrahlen mehrfach angeschnitten worden sind, aber 
trotz mancher Diskussion noch als strittig gelten müssen. 
Sie beziehen sich alle auf den Leuchtvorgang und suchen 
zunächst die ungeklärten Punkte früherer Arbeiten aufzu- 
hellen. Dies dürfte insofern gelungen sein, als sich in das 
gewonnene Bild so ziemlich das ganze einschlägige Versuchs- 
material einordnen läßt, ohne die Experimente selbst in 
Zweifel zu ziehen. Nur in einigen Punkten, die den Leucht- 
vorgang selbst nicht betreffen, sind ungeklärte Gegensätze 
mrückgeblieben, ja neue entstanden; sie werden hier nur so 
weit besprochen, als es zum Verständnis des Übrigen not- 
wendig ist. 

Die Versuchsanordnung unterscheidet sich nicht wesent- 
lieh von der bisher üblichen, und zwar ist durchwegs die 
ältere Form der Kanalstrahlenröhre verwendet, bei welcher 
Erzeugungs- und Beobachtungsraum der Strahlen frei kom- 
munizieren, also stets auf gleichem Druck stehen. Diese An- 
ordnung hat den Vorzug einfacher Röhrenkonstruktion — 
keine Kittung an der Kathode; sie gestattet die von Paschen 
angegebene gründliche Reinhaltung des Wasserstoffs mittels 
Kokoskohle in flüssiger Luft. Vor allem aber bietet sie gegen- 
über der Durchströmungsmethode den Vorteil größerer Licht- 
stärke, da die Kathode mit vielen Löchern zu einem förm- 
liehen Sieb ausgestaltet werden kann. Dem steht der Nach- 
teil gegenüber, daß jede Druckänderung Beobachtungs- und 
Erzeugungsraum gleichzeitig trifft, so daß es nicht ohne 
weiteres möglich ist, das Leuchten desselben Strahles bei 
verschiedenen Drucken zu ar Dieser Nachteil wiegt 
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R. v. Hirsch. = 

um so schwerer, als nach unseren Resultaten der Druck auch 
auf die Geschwindigkeit der Strahlen von wesentlichem Kip. 
fluß ist, so daß Druck und Geschwindigkeit nicht unabhangig 
voneinander variiert werden können (vgl. unten). Hier mußt 
durch Verwendung verschieden geformter Röhren abgeholfen 
werden: die Röhren erwiesen sich nämlich je nach ihrer Ge. 
stalt verschieden hart, d. h. sie gaben bei gleichen Gas. 
drucken und Spannungen um so schnellere Strahlen, je enger 
die Rohrwand die Kathodenvorderfläche umschloß. Es wurde 
also die Kathoden (6 em lange Zylinder mit einem auf. 
gesetzten durchlöcherten Aluminiumdeckel von 4 em Durch 
messer) zum Teil in den Hals großer Kolben so eingesetzt, 
daß die Siebfläche in den Kugelraum hineinragte (weiche 
Röhren); zum Teil staken sie in zylindrischen Röhren, die 
nur eine geringe Auftreibung an der Kathodenvorderfläche 
erhielten, um Funkenbildung an der Glaswand zu verhinden 
(harte Röhren). Durch dieses Mittel war es möglich, die Härte 
der Röhren weitgehend zu ändern und so Aufnahmen be 
gleicher Strahlgeschwindigkeit aber stark abweichenden Drucken 
und umgekehrt zu erhalten. Alle anderen Einzelheiten der 
Röhren, wie Abstand der Elektroden, Lochgröße der Kathode 
und ähnliches erwiesen sich in Übereinstimmung mit alle 
früheren Erfahrung als gleichgültig. Es genügt daher die An 
gabe, daß die Anodenscheibe der Kathode stets so gegenüber 
stand, daß sie die stark erhitzende Kathodenstrahlung ab- 
fing, ohne aber die Ausbildung genügender Dunkelräume zı 
stören. Der Beobachtungsraum jenseits der Kathode war bis 
50 cm lang und meist durch eine aufgekittete Glasplatte 
beendet. 

Die erste Evakuierung geschah mit der Gaedescha 
rotierenden Hg-Pumpe, die weitere Reinigung und Druck 
regulierung mittels Kokoskohle in flüssiger Luft, genau nach de 
von Paschen!) angegebenen Art. Um eine Hg-freie Füllung 
zu erhalten, mußte aber der Gebrauch der Pumpe stark ei 
geschränkt werden, da die Elektroden leicht amalgamierta 
und dann kaum mehr ganz Hg-frei wurden; deshalb wurd 
schon bei der Rohrreinigung (mittels starker Induktor 
entladung) nur mit der Kühlung unter Absperrung von de 
Pumpe gearbeitet. Wasserstoff konnte durch einen Palladium 


1) F. Paschen, Ann. d. Phys. 28. p. 247. 1907. 
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draht eingelassen werden, soweit er nicht durch die Ent- 
ladungen aus den Elektroden gewonnen wurde. 


Die Forderung, Hg auszuschlieBen und doch den Druck 
beständig zu kontrollieren, führte zum Bau eines Hg-freien 
Manometers, welches auf den Resultaten von Knudsen?) 
über Wärmeleitung in verdünnten Gasen fußt und als Hitz- 
drahtinstrument ausgebildet wurde. Ein 0,015 mm dicker, 
10 em langer Wollastondraht wurde in der Achse einer 1 cm 
weiten Glasröhre ausgespannt, die dem evakuierten Raum 
angeschlossen war. Er bildete den einen Zweig einer Wheat- 
stoneschen Brückenschaltung, die mit drei konstanten Wider- 
ständen so abgeglichen war, daß die Brücke stromlos blieb, 
wenn der Wollastondraht durch den Strom auf eine bestimmte 
Temperatur erhitzt wurde, die zu ungefähr 120° gewählt war. 
Dain dem hier in Betracht kommenden Druckgebiet die Wärme- 
kitfähigkeit der Gase ihrem Druck proportional geht, so wächst 
die zur Aufrechterhaltung der festgelegten Drahttemperatur 
erforderte Joulesche Wärme ebenfalls mit dem Druck; dieser 
ist also dem Quadrat des Heizstromes proportional, der an 
einem eingeschalteten Milliamperemeter gemessen wird. Vor- 
aussetzung einer richtigen Messung ist die Reinheit des Gases, 
die für die Versuche schon an sich, der Strahlung halber, zu 
fordern war. Nur bei absichtlicher Verunreinigung, die einmal 
verwendet wurde, war das Manometer nicht zu gebrauchen. 
Die Eichung durch Vergleich mit dem Me Leodmanometer 
(unter geeigneten Vorsichtsmaßregeln wegen der Hg-Dämpfe) 
bestätigte die Proportionalität des Druckes mit dem Heiz- 
stromquadrat mit aller erforderlichen Genauigkeit. Die stete 
Kontrolle des Brückeninstrumentes gestattete den gewünschten 
Gasdruck mit voller Sicherheit auch bei langen Expositionen 
festzuhalten. 

Als Stromquelle wurde anfangs ausschließlich eine Akku- 
mulatorenbatterie von 1200 Elementen verwendet, die Klemm- 
spannung mit dem Braunschen Elektrometer gemessen. Da 
sich aber bald zeigte, daß die Anforderungen an Konstanz 
der Spannung recht geringe waren, andererseits die Akkumu- 
latorenspannung nicht überall genügte, so wurde später viel- 
fach ein großer Induktor verwendet, der ohne Unterbrecher 
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mit Wechselstrom betrieben wurde, und dessen eine Phag 
meistens durch eine Ventilröhre unterdrückt war, wie gi 
in der Röntgentechnik gebräuchlich sind. 

Optik: Die Aufnahmen sind mit einem Spektrographe 
von Fuess gemacht; Objektive von 25 cm Brennweite, Öff. 
nungsverhältnis 5:1; Plangitter von 8 cm geteilter Fläche 
mit 48700 Strichen, von Anderson geteilt und genügend 
frei von Geistern, um in den drei ersten Ordnungen gebraucht 
werden zu können. Der Spektrograph stand ohne Zwischen 
schaltung von Linsen vor der Kanalstrahlenröhre. 

Von den erhaltenen Aufnahmen wurden mittels des Re. 
gistrierphotometers von Koch!) die Schwärzungskurven ab 
genommen. Wiederholte Ausmessungen, auch an verschiedenen 
Stellen der Linien, ergaben stets volle Übereinstimmung. Auch 
verschiedene Aufnahmen, die unter den gleichen Bedingungen 
erhalten waren, stimmten sehr befriedigend zusammen. E 
sind nur Aufnahmen verwertet, deren Schwärzungen in dem 
für das Instrument günstigsten mittleren Gebiet liegen. Eine 
Reduktion auf wahre Intensität war nicht erforderlich, da 
die erhaltenen Effekte augenfällig waren, eine quantitative 
Messung aber nicht in Frage kam. Zum Zweck des Vergleichs 
sind die Registrierkurven zum Teil aufeinander kopiert; die 
verglichenen Aufnahmen sind natürlich stets mit gleicher 
Empfindlichkeit des Photometers erhalten und entstammen, 
wo verschiedene Linien in Betracht kommen, der gleichen 
photographischen Plitte. Die Abszissenabstände der Doppler 
aufnahmen sind durch das Registrierinstrument im Ver 
hältnis 50:1 vergrößert. 

Vorversuche. Bevor auf die eigentlichen Versuche er 
gegangen wird, die das Leuchten der Kanalstrahlen betreffen, 
sind einige Punkte zu besprechen, die bei der. Herstellung 
der Strahlen von Wichtigkeit sind. 

1. Wie bereits erwähnt, hat sich gezeigt, daß die Ge 
sehwindigkeit der Strahlen, wie sie aus dem Abstand des be 
wegten Streifens von der Ruhelinie im Dopplereffekt ent 
nommen werden kann, auch bei unveränderter Elektroden 
spannung mit dem Gasdruck variiert. Dies ist so zu ver 
stehen, daß die mit der Druckänderung verbundene Änderum 


BP. P. Koch, Ann. d. Phys. 89. p. 706. 1912. “ 
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inder Entladung, wie sie sich in der Wanderung des Kathoden- 
dunkelraumes deutlich kundgibt, die Strahlgeschwindigkeit be- 
einflußt. Das Resultat ist aus Fig. 14) za entnehmen, in welcher 
ver Aufnahmen bei gleicher Entladungsspannung V, aber 
verschiedenem Druck p und Dunkelraum d zusammengestellt 
snd. Die experimentellen Daten gibt die Tabelle. 


Nr. p d _Expositionszeit Bemerkungen 
mm 
‘ 
1 2200 Volt 23,5 Hg 2em 8 Stunden 


w 


3 2200 „ 100 „ 
4 2200 ,, 65 „ 


Die Stelle maximaler Schwärzung und mit ihr der Schwer- 
punkt der bewegten Streifen rücken bei abnehmendem p und 
wachsendem d deutlich von der Ruhelinie ab. 

Dieses Ergebnis widerspricht der bisherigen Annahme, 
besonders den Angaben von Paschen.?) Es ist nicht gelungen, 
den Grund des Widerspruches aufzufinden. Jedenfalls ver- 
anlaßte das angeführte Resultat, bei den eigentlichen Ver- 
suchen die Dunkelraumlänge und, wo diese schlecht meßbar 
war, den Druck unter genauer Kontrolle zu halten. 

2. Andererseits ist bei dem mit dem Induktor gemachten 
Aufnahn:en keine Spannung angegeben, da ein angeschaltetes 
Elektrometer nur einen Mittelwert, eine Parallelfunkenstrecke 
einen Maximalwert geben würde, der nicht maßgebend ist. 
Vielmehr liegt die für die Strahlung wesentliche Spannung 
zwischen jenem Maximalwert einerseits und einem Minimal- 
potential andererseits, bei dem die Entladung einsetzt, und 
das wieder vom Gasdruck abhängt. Bei der hier verwendeten 
Schaltung, ohne Unterbrecher, wo der Sekundärstrom des 
Induktors keine scharfen Zacken bildet, ist jenes Intervall 
nicht so groß, daß eine merkliche Verschlechterung der 
Schärfe des bewegten Streifens zu erkennen wäre. So sind 
in Fig. 2 zwei Aufnahmen, die eine mit Gleichspannung, 
die andere mit dem Induktor erhalten, aufeinander geworfen, 
aus welchen man die Gleichwertigkeit beider Stromquellen 
ersieht. 


1) Die Figg. 1—7 befinden sich 
2) 1. c. p. 254. 
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ove. 


Die experimeniellen Daten sind folgende: 


Nr. 44 p d Expositionszzeiit Bemerkungen 

1 2000 10,0 3,0 1/, Stunde Hg 

2 Induktor 9,5 3,0 3/, Stunden 24 4. = 1mm 
Wo in der Folge der Induktor zu vergleichenden Ver. 


suchen benutzt wurde, ist außer p und d die Primärstromstärke 
konstant gehalten; aus den Registrierkurven ist ersichtlich, 
daß dies genügte, um die Strahlgeschwindigkeit, d. h. den 
Abstand der Ruhelinie von dem Schwärzungsmaximum der 
bewegten Intensität, in befriedigender Weise festzuhalten. 

Versuche über den Leuchtvorgang: 

1. Die zuerst untersuchte Frage betraf den Gang de 
Verhältnisses der bewegten zur ruhenden Intensität im Doppler- 
effekt (B/R), der bei Änderung von Druck und Geschwindig- 
keit beobachtet ist; im Zusammenhang hiermit die Farben 
änderung, d. h. die Änderung im Intensitätsverhältnis ver- 
schiedener Linien der Wasserstoffserie, die mit der ersten 
Größe weitgehend parallel zu gehen scheint. Für den Leucht- 
vorgang bedeutsam ist hier einmal der von Vegard!) gefundene 
Gang von B/R mit dem Druck, aus dem zu schließen wäre, 
daß der einzelne Zusammenstoß das bewegte und das ruhende 
Teilchen nicht gleichmäßig anregt; sodann die Farbenver- 
schiebung nach Blau für wachsende Geschwindigkeiten, die 
Stark?), allerdings bei gleichzeitig abnehmenden Drucken, 
erhalten hat und die für das Leuchten im Strahl eine gewisse 
Ähnlichkeit mit der Temperaturstrahlung bedeuten würde. 
Nach Vegard?®) dagegen handelt es sich dabei um einen recht 
komplizierten Druckeffekt. In den hier beschriebenen Ver- 
suchen zeigte sich zunächst keinerlei Einfluß des Drucke 
auf das Verhältnis B/R. Dieser doppelte Widerspruch löste 
sich schließlich in der Weise, daß es gelang, die ganze von 
Stark und Vegard beschriebene Erscheinungsgruppe zu er 
halten, und zwar bei unverändertem Druck und unveränderter 
Geschwindigkeit, allein durch Beobachtung in verschiedener 
Entfernung von der Kathode. Hierbei wurde der 50 em 

1) L. Vegard, Ann. d. Phys. 39. p. 111. 1912. Be 
2) J. Stark, Ann. d. Phys. 21. p. 434. 1906. 


3) L. Vegard, l. c. p. 143; vgl. auch F. Lunke BEN 
d. Phys. 36. p. 134. 1911; 37. p. 823. 1912. 
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lange Beobachtungsraum der Röhre an verschiedenen. Stellen 
sitlich in einem $ von etwa 38° gegen die Achse anvisiert; 
es wurde das übereinandergelagerte Spektrum 2. und 3. Ord- 
nung für H, und H, benutzt, das den Vorzug besitzt, beide 
linien im gleichen Maßstab des Dopplereffektes zu liefern, 
da die Wellenlängen der Linien nahezu im Verhältnis 3:2 
stehen. 

Fig. 3 zeigt den Gang des Verhältnisses B/R. a 

Die experimentellen Daten sind die folgenden: 


Aufnahme 73. H,. Dispersion 22 A./mm. p = 7,5. Induktor. 


II 40cm hinter der Kathode 
II unmittelbar hinter der Kathode 
(Beide Registrierkurven sind so kopiert, daß die Ruhelinien sich decken.) 


} beobachtet. 


(Die dritte Kurve 78 vgl. später.) 

In Fig. 4 ist für dieselbe Aufnahme das Farbenverhältnis 
dargestellt. Es sind jetzt die Registrierkurven von H, und 
H, so aufeinander geworfen, daß die Schleierlinien sich decken. 


Zum Vergleich ist in Fig. 5 die Farbenverschiebung bei 
gesteigerter Geschwindigkeit und abnehmendem Druck dar- 
gestellt, wie sie Stark ursprünglich erhalten hatte: 


Platte 67. H, und H,. Dispersion 22 bzw. 15 Ä./mm. Induktor. 
Aufnahme IV p = 14 d=8 
” Vv 5,5 7 


Die Photogramme 73 zeigen deutlich, daß in größerer 
Entfernung von der Kathode die bewegte Intensität gegen 
die ruhende und die Linie H, gegen H, geschwächt ist, ob- 
wohl Druck und Strählgeschwindigkeit dieselben geblieben 
sind. Die längere Gasstrecke hat also ebenso gewirkt wie 
die diehtere Gasstrecke (Vegard) oder die kleinere Geschwindig- 
keit (Stark). Dies bedeutet wohl, daß es nur auf die Gesamt- 
zahl der Begegnungen von bewegten mit ruhenden Teilchen 
ankommt. Die ganze Erscheinung wäre also nur die optische 
Seite der von Wien!) nachgewiesenen Umladungswirkung, 
die sich dort an der Änderung des Ladungszustandes entlang 
der Strahlenbahn zu erkennen gab. 
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Hiernach wäre zu erwarten, daß bei hohen Drucken, lang- 
samen Strahlen und in genügender Entfernung von der Ky 
thode, wo das Gleichgewicht im Strahl eingetreten ist, keine 
Druckabhängigkeit mehr zu finden wäre; eben dieser Fall 
entspricht unseren ersten Versuchen, die mit denen Vegards 
so vollständig im Widerspruch schienen, und von denen Fig.t 
ein Beispiel zeigt: 


Platte 37. I. 
p = 95 d=5 Kugelröhre 12 Ä. = 1 mm. 
Beobachtet 30 cm von 
Platte 38. III ; der Kathode, 
p=21 d = 2,8 Zylinderröhre || der Achse. 


Das Verhältnis B/R dieser langsamen Strahlen (v = 1,7. 10) 
hat sich trotz des großen Druckunterschiedes nicht geändert, 
Ein wirklicher direkter Druckeffekt ist also nicht vorhanden. 


Um die oben ausgesprochene Hypothese, welche die ganzen 
Erscheinungen als Umladungswirkung anspricht, näher a 
prüfen, wurden einige weitere Resultate von Wien betreffs 
der Umladungen herangezogen. Hiernach haben geringe Bei- 
mengungen fremder Gase deutliche Wirkungen, die wohl » 
zu verstehen sind, daß alle Stoffe, die leicht Elektronen ab 
geben, die Neutralisierung, alle Stoffe, die leicht Elektronen 
binden, die Ionisierung des Strahles fördern. Als Beispiel 
wurde einmal Hg-Dampf eingelassen, wozu die Öffnung der 
Verbindung zum Mc Leodmanometer genügte; andererseits 
wurde CO, aus Soda entwickelt und in kleinen, nicht gemessenen 
Mengen in die Röhre eingeführt, so daß die Farbe der Kanal 
strahlen einen deutlichen Stich ins Graue zeigte. Die Wir 
kung des Hg-Dampfes ist aus Fig. 3 ersichtlich. Hier ist die 
Aufnahme 78 unter identischen Bedingungen wie 73 II erhalten, 
jedoch in Anwesenheit von Hg, dessen eine Linie auf dem 
Photogramm sichtbar ist. Die bewegte Intensität ist durch 
die Beimengung erhöht; es wirkt also nicht, wie häufig 
angenommen wird, jede Verunreinigung schwächend auf de 
Dopplerstreif. Die umgekehrte Wirkung von CO,, die sehr 
bekannt ist, zeigt Fig. 7. 

Platte 82. H,. Dispersion 22 A./mm. H,. Dispersion 15 Ä./mm. 
VI d = 4,0 V = 1500 N rein \ 


mit CO, verunreinig. 
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ang- Die beiden Linien sind wieder aufeinander kopiert, so 
Ka J daß man nicht nur die Schwächung der bewegten Intensität 
eine J durch die Beimengung ersieht, sondern auch die Farben- 
Fall $ änderung, die die ganze Erscheinung als spezifische Umladungs- 
ards wirkung kennzeichnet.!) 

1g. 6 2. Ist diese Erklärung richtig, so ist auch ein Einfluß 
eines Magnetfeldes auf das Kanalstrahlenlicht zu erwarten, 
wie ihn schon Bärwald?) gefunden zu haben glaubte, Ve- 
gard*) aber in Abrede stellte. Um diese Frage nochmals 
vo # zu untersuchen, wurden die bisher gebrauchten zylindrischen 
Entladungsröhren zwischen die Pole eines starken Elektro- 
magneten gebracht, so daß auf einer Strecke von etwa 5 cm > 


. | eine Feldstärke von etwa 1000 Gauss erzeugt wurde, welche 
jet, | genügen sollte, um die positiven Teile dem Strahl weitgehend — 
zuentziehen. Das Gebiet der Kathode und des Dunkelraumes 
“| waren durch einen über die Röhre geschobenen Mantel aus 


ızen 6 weichem Eisen vor der Feldwirkung geschützt. Es wurde 
ME nur die Farbe des Gesamtlichtes, ruhende + bewegte Inten- 
refls | sität, untersucht, die dem Versuch die günstigsten Bedin- 
Bef gungen bot. Zu diesem Zweck stand der Spektrograph jetzt 
1% zur Strahlriehtung und wurde mit breitem Spalt (0,4mm) 
ab f und schwacher Dispersion benutzt. Er empfing das Licht — 
men eines 5 cm langen Rohrstückes unmittelbar hinter dem Ende 
spiel 6 des Feldes, während alle anderen leuchtenden Teile abgedeckt 
der waren. Da das Magnetfeld das Licht des Strahles erheblich 
sets F schwächte, wurde jede Aufnahme im Feld mit zwei bis drei 
ne) $ Aufnahmen ohne Feld auf einer Platte vereinigt, welche alle 
nal den gleichen Entladungsbedingungen, a er verschiedenen Be- 
Wir- leuchtungsstärken entsprachen; hierdurch sollte das Pur- 
de $ kinjesche Phänomen eliminiert werden, demgemäß die Farben- 
ten, $ empfindlichkeit der photographischen Platte von der ab- 
dem $ soluten Intensität abhängig sein konnte. Das Beobachtungs- — 
uch F resultat ist in den beiden Kurventafeln enthalten, welche die 3 
Schwärzungsverhältnisse H,/H, baw. H,/H, als Funktion en 


den # der Schwärzung H, darstellen, an in der Skala des Photo- — 
sehr Ü meters gemessen. Wie nach dem Prinzip des Photometers ie 


1) Die Farbenänderung ist nur an den ruhenden Intensitäten erkenn- j 
bar. 82. VIL ist mit geringerer Empfindlichkeit photometriert als 82. vi! 
2) H. Bärwald, Ann. d. Phys. 34. p. 883. 1911. a. 
3) L. Vegard, l. c. p. 161. 
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und dem photographischen Schwärzungsgesetz zu erwarten 
war, liegen die Werte „ohne Feld“ auf einer Geraden, die 
gegen die Abszissenachse schwach geneigt ist (Purkinje. 
phänomen), die Werte „im Felde“ aber ausnahmslos darüber, 
Das Feld hat die Farbe zugunsten von H, pag ge Der 
Effekt ist für H,/H, erheblich deutlicher als fir H,/H,, 
wo er in einigen Fi illen innerhalb der Meßfehler liegt; dies 
mag ein Grund sein, warum Vegard, der nur diese beiden 
Linien untersuchte, ein negatives Resultat erhielt. Die ex. 
perimentellen Daten der in den Kurven verwendeten Auf- 
nahmen sind folgende: AR 


Platten Nr. Spannung Strahlgeschwind igkeit eo » ss p 


9 Induktor 
92 
96 Akkumulator 
97 
98 
104 Induktor 
105 
106 


Einfluß des Magnetfeldes auf das Verhältnis H,/H, 
ori O Werte ohne Feld 
Ez x » mit Feld 1000 Gauss 


+ „ ” ” 1800 ” 

7 
1.07 


05r 1 


03 L L 1 
A u influ es Magnetfeldes auf das Verhältnis a/y. 


O Werte ohne Feld 
x mit Feld 1000 Gauss 
+ ” ” ” & ” 
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Die bisherigen Versuche haben gezeigt, daß alle Mittel, 
welche den Ladungszustanu der Kanalstrahlen beeinflussen, 
im Lieht der Strahlung nachweisbar sind, so daß ein ursäch- 
licher Zusammenhang anzunehmen ist. Wesentlich schwerer 
fällt es aber, sich über diese Wirkung ein im einzelnen be- 
friedigendes Bild zu machen. Die nächstliegende Annahme, 
daß der positive und der neutrale Teil an sich verschieden 
leuchten, ist wohl auszuschließen; denn sonst könnte das 
Magnetfeld, welches die positiven Teile ausscheidet, nicht 
in gleichem Sinn auf die Farbe wirken wie die Beimengung 
von CO, das dieselben durch Elektronenbindung begünstigt. 
Die Suche nach einem befriedigenden Bild führte zu folgender 
Hypothese: Der Kanalstrahl leuchtet bei der Umladung, so- — 
wohl beim Verlust als bei der Rückkehr der Elektronen; beide 
Formen des Leuchtens sind aber nicht gleichartig: bei der 
lonisierung ist die ruhende Intensität relativ stärker, was 
durchaus plausibel ist, da die Ionisierung wohl nur bei der 
Begegnung mit ruhenden Teilchen stattfindet, die Neutrali- 
sierung nicht notwendigerweise. Außerdem sind die langen 
Wellen begünstigt. Da nun die Bildung positiver bzw. neutraler 
Teilchen um so intensiver geschehen wird, je weiter der Zu- 
stand des Strahles von seinem Gleichgewicht abweicht und je 
größer die Geschwindigkeit der Reaktion ist, so erhält man 
starkes Ionisierungsleuchten (Rot und Ruhende Intensität 
stark) sowohl bei Anwesenheit von CO,, das die freien Elek- 
tronen abfängt, als hinter dem Magnetfeld, wo die positiven “e 
Teilehen fehlen, sich also verstärkt bilden; dagegen starkes 
Neutralisierungsleuchten (Blau und Bewegte Intensität stark), 
nahe hinter der Kathode, wo die Zahl der x positiven Teilchen — 
die Gleichgewichtsverteilung überschreitet. 


Die soeben ausgesprochene Hypothese geht auf Einzel- 
heiten des Leuchtvorganges ein, für welehe die beschriebenen 
Versuche eine allzu schmale Grundlage bilden. Wenn sie hier 
trotzdem mitgeteilt wird, so geschieht dies, weil ihre weitere 
Verfolgung Anlaß zu einem neuen Versuch gab. Der Gedanken- 5 
gang war folgender: Wenn das stiirkere Auftreten der ruhenden 
Intensität beim er daher a, daB der 


die ausgezeichnete Richtung dieser Stöße sich in einer Polari- — 
sation des Lichtes zeigen. Daß das Gesamtlicht der Genin 
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polarisiert ist, hat Stark!) gefunden, und zwar H, stärker 
als H,, wie es auch unsere Hypothese verlangt; denn H, 
ist im Ionisierungslicht stärker vertreten. Es wäre nun aber 
zu erwarten, daß jode Beeinflussung der Umladungen auch 
den Polarisationszustand ändern würde; um diese Frage m 
prüfen, genügte es, den vorbeschriebenen Versuch mit dem 
Magnetfeld im polarisierten Licht zu wiederholen. 


3. Es wurde also vor das Fernrohrobjektiv des Spektro- 
graphen ein Doppelprisma aus Spat und Glas geschaltet, welches 
vom Spalt zwei Bilder übereinander entwarf, die das Licht 
der zum Kanalstrah) || bzw. 1. Komponente enthielten. Das 
Schwärzungsverhältnis beider Bilder, mit und ohne Magnet- 
feld, wurde gemessen und ist in der folgenden Tabelle p. 868 
direkt in dem Maß der Photometerskala angegeben. 


In allen diesen Werten ist die durch den Apparat hervor- 
gebrachte Polarisation mitenthalten, die nicht stört, da sie 
überall gleich eingeht, und es nicht darauf ankam, den schon 
von Stark sichergestellten Effekt nachzuprüfen. Man erkennt 
denselben übrigens deutlich an den von H, zu H, ansteigenden 
Werten der Polarisation, die nicht vom Apparat herrühren 
können und ganz den dortigen Angaben entsprechen. Die neue 
Tatsache aber liegt in der deutlichen Vergrößerung der Polari- 
sation durch das Feld, die ihrerseits für H, und H, größer 
ist als für H, und so die Vorstellungen bestätigt, die zur 
Anstellung des Versuches führten. Denn das blaue Licht, 
das im Neutralisierungsleuchten stärker vertreten und daher 
schwächer polarisiert ist, wird durch das Feld, das die posı- 
tiven, zur Neutralisierung befähigten Teilchen herausnimnt, 
mehr geschwächt; die Polarisation tritt stärker hervor. 

Der positive Ausfall auch dieses letzten Versuches gibt 
Veranlassung, das gewonnene Resultat im Bild der eingeführten 
Vorstellung nochmals zusammenzufassen, die trotz ihres stark 
hypothetischen Charakters den Vorzug besitzt, die zahlreichen 
Einzelheiten in anschaulicher Weise zu vereinigen: Der 
H-Kanalstrahl leuchtet bei der Umladung, sei es, daß er 
Elektronen gewinnt oder verliert; das Ionisierungsleuchten 
hängt näher mit dem „Stoß“ der bewegten gegen die ruhenden 


1) J. Stark, Verh. d. Deutschen Physik. Ges. 8. p. 104. 1908; 
J. Stark u. H. Lunelund, Ann. d. Phys. 46. p. 68. 1915. 
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Teilchen zusammen als das Neutralisierungsleuchten ; daher 
enthält es mehr ruhende Intensität und ist stärker polarisiert, 
Außerdem sind in ihm die langwelligen Linien des Spektrums 
stärker vertreten; hieraus folgt, daß im Rot das Verhältnis 
R/B größer!) und die Wirkung des Magnetfeldes auf die Polari- 
sation geringer ist. Alle Umstände, welche die Umladung 
beeinflussen: Verunreinigung, Änderung des Gasdruckes, de 
Strahlgeschwindigkeit, der durchlaufenen Gasstrecke, wirken 
hierdurch indirekt auf das ausgesandte Licht; eine ander 
direkte Wirkung ist dagegen einstweilen nicht nachgewiesen, 

1) Vgl. L. Vegard, l. c. p. 143; auch aus den früheren Figuren J 86. 
ersichtlich, auf 
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Der Effekt des elektrischen Feldes auf Lithiumlinien ist 
schon einmal Gegenstand einer experimentellen Untersuchung 
gewesen; J. Stark und H. Kirschbaum!) haben nämlich 
festgestellt, daß mehrere Li-Linien durch ein mäßig starkes 
Feld bei mäßig großer Dispersion (Grobzerlegung) in einige 
wenige Komponenten zerlegt werden. 
funden, daß die Wasserstofflinien, die in der Grobzerlegung 
ebenfalls nur wenige Komponenten aufweisen, 
zerlegung bei der Anwendung sehr starker Felder eine be- 
trichtlich größere Anzahl von Komponenten besitzen; auch 
hat daraufhin J. Koch*) mehrere He-Linien, die von Stark 
ud Kirschbaum in der Grobzerlegung untersucht waren, 
weiter zerlegt. Unter diesen Umständen war eine Untersuchung 
von Li-Linien in starken elektrischen Feldern auf eine ver- 
mutliche Feinzerlegung wünschenswert. 


. Einleitung. 
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Vier 


af 5. Untersuchungen 
am Lithiumspektrum im elektrischen Felde; 


7. Einfluß der Feldstärke 


Nun hat Stark?) ge- 


Nicht bloß galt es zu 


in der Fein- 


prüfen, ob die Feinzerlegung eine allgemeiner vorkommende 
Erscheinung sei. Darüber hinaus bietet ein Vergleich der 


elektrischen Zerlegungen entsprechender Li- und He-Linien 


im Hinblick auf das Problem der Atomstruktur Interesse. Es | ; 


wird wichtig sein, zu erfahren, ob die Feinzerlegungen von — 


1) J. Stark u. H. Kirschbaum, Ann. d. Phys. 43. p. 1029. 1914. 
2; J. Stark, Gott. Nachr. 1914, p. 427; Ann. d. Phys. 48. p. 193. 1915. 
3) Vorläufige Mitteilung: J. Stark, Elektrische Spektralanalyse 


chemischer Atome, p. 73. S. Hirzel, Leipzig 1914. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 49. 
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Linien jener zwei chemischen Elemente sich ebenso ähnlich 
sind wie die Grobzerlegungen. 

Außer der Feinzerlegung wurde der vorliegenden Unter. 
suchung noch eine andere Aufgabe gestellt. Ähnlich wie 
J. Koch!) an der von ihm aufgefundenen dritten Nebenserie 
des Heliums hat nämlich Stark?) unlängst an den Linien der 
dritten Nebenserie des Lithiums die voraussichtlich grund- 
legenden neuen Erscheinungen entdeckt, daß diese Linien 
durch das elektrische Feld zum Teil polarisiert und gleich. 
zeitig außerordentlich im Verhältnis zu den übrigen Li-Linien 
verstärkt werden. Nachdem Stark festgestellt hatte, daß die 
Linien der zweiten Nebenserie jedenfalls nicht in annähernden 
Maße wie diejenigen der dritten Nebenserie die neuen Erschei- 
nungen zeigen, galt es durch eingehende Messungen zu prüfen, 
ob diese nicht doch in beschränktem Maße auch bei Linien 
der Hauptserie, der ersten und zweiten Nebenserie auftreten. 


Be. $2. Mechanische und elektrische Methoden. 
Lu: Die zu den Versuchen benutzte Spektralröhre hatte die 
von Stark®) angegebene Form (Fig. 1). Sie bestand aus 
einem zylinderförmigen Glasrohr von 6 cm Durchmesser, das 
A unten durch ein abnehmbares Schliffstück ver- 
schlossen werden konnte. Im oberen Teik 
befand sich eine 2—3 mm dicke Aluminiun- 
elektrode A, die als Anode diente. Etwa 14 m 
tiefer saß die siebartig durchlöcherte Kathode, 
die ebenfalls aus Aluminium war und durch 
zwei Glasstifte und einen Aluminiumstift, der 
zur Zuleitung des Stromes diente, in zeitlichen 
Ansätzen der Röhrenwand gehalten wurde. Am 
unteren Ende des Schliffstücks war mit Siegel- 
lack ein Eisenstift Z eingekittet, der am oberen 
Ende einen Eisenteller trug, auf den die m 
untersuchende Substanz, hier Lithiumchlorid, 
aufgeschmolzen wurde. Der Abstand zwischen 
Fig. 1. K und Z betrug 1,5—3 mm und konnte nach 


1) J. Koch, Ann. d. Phys. 48. p. 98. 1915. 
2) J. Stark, Die Naturwiss. 1915; Ann. d. Phys. 48. p. 210. 1915. 
3) J. Stark, Ann. d. Phys. 43. p. 992 u. 1021. 1914. 
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Untersuchungen am Lathiumspektrum im elektrischen Felde. S67 
Bedarf beliebig verändert werden. Die Lithiumelektrode war in 
der von Stark angegebenen Weise präpariert. Auf der oberen 
Seite war in die Eisenscheibe eine nach dem Rande zu ab- 
gestufte Vertiefung eingeschnitten. Auf der randlichen Stufe 
lag ein siebartig durchlöchertes Platinblech. In diesen Teller En 4 
wurde nun mittels eines Gebläses so viel festes Lithium- ae ee 
chlorid hineingeschmolzen, bis es das Platinblech um etwa 


05 mm iiberragte. Das Platinblech hatte den Zweck, der Salz- PN. 
schicht festen Zusammenhang zu geben und ihren elektrischen 
Widerstand zu vermindern. Gleich nach dem Erstarren wurde a In 
dann die Salzschicht mit einer Feile eben gemacht, das Schliff- BR 
stück eingefettet und in die Röhre eingesetzt. = _ 

In der Röhre wurde zwischen der Anode A und der ca 


4 


Stromquelle diente dabei ein Induktorium mit Rotaxunter- 
brecher. Um den Sauerstoff rein zu erhalten, wurde er 
in langsamem Strome dauernd hindurchgeführt. Erzeugt wurde e 
er durch Erhitzen von Kaliumpermanganat in einem 35 cm 
langen und 3 cm weiten Glasrohr, um das als Heizung 
eine vom elektrischen Strome durchflossene Spirale aus Eisen- 
draht gewickelt war. Das so entwickelte Gas wurde durch 
Phosphorpentoxyd getrocknet und trat bei C in die Kanal- 
strahlenröhre ein. An D war eine Gaede-Quecksilberluft- 
pumpe angeschlossen, die den Sauerstoff dauernd abpumpte. _ 
Durch Einstellen des Heizstromes gelang es, die Gaszufuhr 
oo zu regeln, daß der Gasdruck in der Röhre konstant blieb, 
ud zwar wurde der Druck so groß gewählt, daß der Kathoden- 
dunkelraum 8 bis 10 cm lang war. 


Kathode A ein Glimmstrom in Sauerstoffgas hergestellt. Als 7 


Die durch den Glimmstrom im Raume 4X erzeugten 
positiven Atomionen des Sauerstoffs werden durch den Katho- 
denfall nach A hia beschleunigt und treten durch die Löcher 
der Kathode hindurch als Kanalstrahlen in den Raum zwischen 
Kund Z ein. Indem sie hier auf die Lithiumchloridschicht 
aufprallen, werfen sie vermöge ihrer kinetischen Energie 
lithiumatome aus ihrem Molekülverbande und der Salzschicht 
heraus und regen sie teilweise schon gleichzeitig zum Leuchten 
au. Andere Lithiumatome werden nachträglich durch den 
$toß neu ankommender Kanalstrahlen zur Lichtemission an- 
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ge Rue) geregt. Über der Salzschicht bildet sich so eine 2 bis 3 mm 
pe = dicke Schicht leuchtender Lithiumatome. 


ey Les Um diese Lichtquelle im elektrischen Felde zu unter. 
a | a : suchen, wurde an die beiden Elektroden X und Z eine Gleich. 
Zn spannungsquelle gelegt. Infolge des geringen Abstandes der 
er Elektroden voneinander und, weil sie fast dicht an die Glas. 
Are wand herangingen, konnte sich zwischen ihnen kein Glimn- 


strom entwickeln. Es entstand also nur eine unselbstindige 

Strömung, deren Stärke zwischen 1 und 10 Milliampere lag 
u Um die Entstehung eines Lichtbogens im Spannungsfelde zu 
j vermeiden, wurde in den Stromkreis ein großer Widerstand 
2 eingeschaltet. Aus den von Stark!) angeführten Gründen 

wurde das Prinzip der Gegenschaltung gewählt, d. h. es wurde 
‘ die Stromrichtung im Spannungsfelde der Richtung der Kanal. 
strahlen entgegengeschaltet. Die Hilfselektrode Z wurde als 
zur positiven, die Kathode A zur negativen Elektrode gemacht, 
Um eine Einwirkung beider Stromkreise aufeinander zu ver- 
meiden, wurde die gemeinsame Elektrode K geerdet. Als 
= Quellen für die Feldspannung wurden benutzt: eine Dynamo. 


je: 1 u maschine mit einer elektromotorischen Kraft von 5000 Volt, 
i ferner zwei Hochspannungsbatterien, die eine von 6000, die 
| andere von 3200 Volt, so daß sich eine Feldspannung bis 
14200 Volt herstellen ließ. Hierbei waren die Quellen in 
ji folgender Weise hintereinander geschaltet: Geerdete Elek- 
| 7 trode K, Dynamomaschine, großer Alkoholwiderstand, die 
y beiden Batterien, positive Elektrode Z. Die Feldspannung 
2 wurde an einem parallel geschalteten Elektrometer dauernd 
kontrolliert. 
% 3. Optische Methode. 


he Die in dem Spannungsfeld erzeugte Lichtemission wurde 
gleichzeitig von einem Prismen- und einem Plangitterspektro- 
graphen aufgenommen, die mit den Spaltrohren einander zu- 
gewendet und senkrecht zur Röhrenachse aufgestellt waren. 
Es wurde so die Lichtemission senkrecht zur Achse des 
Spannungsfeldes, d. h. entsprechend seiner größeren Bedeutung, 
nur der Quereffekt von den photographischen Platten fest 
gehalten. 


1) J. Stark, Elektr. nen chem. Atome, p. 17. 


vun 


Unt 
star 
gra] 
Sch: 
Bre 
Zeil 
Zoll 
Pr 
Spa 
auf 
4 
f 
{ wur 
pris 
ihre 
tren 
gra 
hen 
gen 
maı 
der 
ode 
Pr nac 
i 
| = 


ntersuchungen am Lathiumspektrum im. elektrischen Felde 69 


Der verwendete Prismenspektrograph besaß ein licht- 
starkes Verbundprisma, das so eingestellt war, daß der Spektro- 
graph im Gebiet 2 4300—A 3890 seine größte Lichtstärke und 
Schärfe hatte. Seine Dispersion betrug für 4 4100 ungefähr 
1:16 mm:Ä. Als Kameraobjektiv besaß er ein ZeiB-Tessar 
nit dem Öffnungsverhältnis von 1:3,5 und 30 cm Brennweite. 
Das Spaltrohrobjektiv war ein Achromat von ebenfalls 30 cm 
Brennweite und einem Öffnungsverhältnis von 1:6,5. 

Der Plangitterspektrograph hatte ein Spaltrohrobjektiv 
son 1:6,3 Öffnung und 59 cm Brennweite und ein Kamera- 
objektiv von 1:4,5 Öffnung und 50 cm Brennweite, beides 
Zeiß-Tessare. Sein Gitter besaß 15000 Striche auf dem 
Zoll und eine geteilte Fläche von 6,8x9,9 cm* Es war 
gegen das Kollimatorobjektiv so geneigt, daß die Disper- 
sion des Spektrographen für //; 1:15,3 mm:Ä. und für H, 
1:17 mm: A. betrug. 

Um die Objektive beider Apparate mit dem Lichte des 
Spannungsfeldes möglichst zu füllen, wurde das Emissionsfeld 
durch Zeiß-Tessare von 5 cm Brennweite und 1:3,5 Öffnung 
auf die Spalte der Spektrographen abgebildet. 

Zwischen die Kanalstrahlenröhre und das Zeiß-Tessar 
wurde dann noch für jeden Spektrographen ein Wollaston- 
prisma eingeschoben. Die Wollastonplatte zerlegt vermöge 
ihrer Doppelbrechung das durch sie hindurchgehende Licht in 
wei senkrecht zueinander schwingende Komponenten und 
trennt beide voneinander. Man erhält also auf der photo- 
graphischen Platte von jeder Linie zwei Bilder; das eine gibt 
die Lichtschwingungen wieder, die parallel zur Achse des 
lichtemittierenden Spannungsfeldes erfolgen, d.h. die p-Kompo- 
ıenten, während das andere die senkrecht zur Achse schwin- 
genden s-Komponenten wiedergibt. Auf diese Weise erhält 
man sofort Auskunft über die Polarisationsverhältnisse des 
untersuchten Lichtes, indem beide Bilder 'einer unpolarisierten 
Linie gleiche Schwärzung zeigen, während bei einer bezüglich 
der Achse des elektrischen Feldes polarisierten Linie das eine 
oder andere Bild derselben tiefere Schwärzung besitzt, me 
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s4. Verhältnis der Intensitäten der nen und der 


ersten und zweiten Nebenserie. 
Für den Vergleich der Intensitäten der Li-Serien kame 
nur solche Linien in Betracht, welche im Bereich der ver. 
wendeten Spektrographen lagen und außerdem durch das elek. 
trische Feld nicht zerlegt wurden, also von der Hauptserie die 
Linie A 6708, von der ersten Nebenserie A 6104, von der 
zweiten Nebenserie 2 4972. Es handelte sich hierbei darum, 
zu untersuchen, ob das Intensitätsverhältnis dieser Linien sich 
mit der elektrischen Feldstärke ändert. Dies geschah in 
folgender Weise. Auf dieselbe photographische Platte wurden 
unmittelbar hintereinander Aufnahmen für die Feldstärke Null 
und für andere Werte derselben bei gleicher Belichtung. 
dauer gemacht. Diese wurde so bemessen, daß die Schwär- 
zungen von je zwei verglichenen Linien normal waren. Ergab 
sich dann für verschiedene Werte der Feldstärke dieselbe 
Schwärzungsdifferenz, so durfte nach der von Stark au. 
gestellten Formel: J > 

geschlossen werden, daß auch das Intensitätsverhältnis der 
Linien unabhängig von der Feldstärke dasselbe blieb. 

In dieser Weise wurde 46104 einerseits mit 7 6708, 
andererseits mit 2 4972 verglichen. Hierbei wurde eine rot- 
empfindliche Platte, nämlich die Spektralplatte von Wratten 
und Wrainright, verwendet. Beim Photometrieren ergabeı 
sich Schwierigkeiten; einmal füllten nämlich die Linien ihrer 
Kürze wegen nicht die ganze Länge des Vergleichsfeldes im 
Photometerwürfel aus, sodann waren sie auch nicht in ihrer 
ganzen Länge gleich tief geschwärzt. Es wurde ja der 
leuchtende Raum zwischen Kathode und Hilfselelektrode schari 
auf dem Spektrographenspalt abgebildet, und da die Intensität 
der Li-Emission von der Salzfläche (Hilfselektrode) weg nach 
der Kathode abnimmt, so gilt das gleiche für die Schwärzung 
ihrer Linien im Spektrographen. Aus diesen Gründen besitze 
die in Tab. I und II mitgeteilten Schwärzungen keine groß 
Genauigkeit, es mögen in ihnen Fehler bis zu 30 Proz. vor 
kommen; 8, bedeutet in ihnen die Schwärzung des parallel 
zum Feld schwingenden Bildes einer Linie, S, diejenige de 
senkrecht schwingenden Bildes. 
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Tabelle I. 


Feldstärke 4 6708 A 6104 
Volt x em”! 


S, 6708 — S,6104 8, 6708— 8,6 


0 | 2,27 | 1,88 | 1,33 0,82 | 0,94 
40000 2,32 | 1184 0,95 0,91 
80000 2,34 2,06 1,38 1,15 0,96 0,91 


Tabelle II. 


ärke 4 6104 4 4972 
Feldstärke 8,6104- 8,4972 8,6104 — 8, 4972 
Volt x em Ss, = Ss, | S, 
0 2,14 1,94 1,13 1,05 1,01 0,84 
24000 2,19 2,08 1,15 1,10. 1,04 0,98 
80000 1,91 1,62 100 — 0,91 


Gemäß den vorstehenden Tabellen sind die Schwärzungs- 
differenzen der verglichenen Linien innerhalb der Genauigkeit 
meiner Messungen unabhängig von der elektrischen Feldstärke. 
Mag darum eine größere Genauigkeit, als sie mir möglich war, 
auch eine geringe Veränderung des Verhältnisses der Intensi- 
täten von / 6708, A 6104 und A 4972 mit der Feldstärke er- 
geben, so ist doch sicher, daß dieses Verhältnis so gut wie 
unabhängig von der Feldstärke ist. Während also, wie Stark 
fand, die Intensität der Linien der dritten Nebenserie im Ver- 
gleich zu derjenigen der zweiten Nebenserie auf mehr als das 
Zehnfache anwächst, wenn die Feldstärke von 10000 auf 
80000 Volt x em! steigt, ja in einem Feld von der Stärke 
Null überhaupt nicht merklich ist, ändert sich das Verhältnis 
der Intensitäten von Linien der Hauptserie, der ersten und 
zweiten Nebenserie mit der #eldstärke nicht merklich. 


$5. Fehlen der Polarisierung bei der Hauptserie, der ersten 
und zweiten Nebenserie. 

Auch bei der Suche nach einer Polarisierung durch das 
elektrische Feld kamen nur solche Linien in Betracht, welche 
nicht in mehrere p- und s-Komponenten zerlegt werden, so 
von der ersten Nebenserie allein 4 6104. Von der Hauptserie 
war für den von mir verwendeten Spektrographen nur die 
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872 H. Liissem. 

Linie A 6708 zugänglich, sie wird ebenfalls nicht zerlegt, 
Von der zweiten Nebenserie konnten die Linien 2 4972 und 
44273 untersucht werden, die ja auch nicht merklich zer. 
legt werden. 

Ist kein elektrisches Feld auf das Raumgebiet einer 
Lichtemission gelegt, so ist diese natürlich unpolarisiert 
(Gleichwohl erscheint bei der von mir benutzten optischen 
Anordnung für die Feldstärke Null das s-Bild einer Linie im 
allgemeinen nicht ebenso intensiv wie das p-Bild, weil durch 
die Geometrie der Optik aus verschiedenen Ursachen die zwei 
Bilder auf der photographischen Platte verschieden intensir 
werden können. Die Schwärzung §, ist darum auch für die 
Feldstärke Null von S, verschieden. So ändert sich die Diffe. 
renz $,— 8, mit der Stellung der Kanalstrahlenröhre. Man 
darf darum nur solche Differenzen $,— S, miteinander ver- 
gleichen, die an derselben Röhre bei unveränderter Stellung 
gewonnen wurden. Haben diese Differenzen, normale Schwär- 
zungen vorausgesetzt, denselben Wert für verschiedene Feld- 
stärken, so ist zu schließen, daß das Verhältnis der p- und 
der s-Intensität unabhängig von der Feldstärke den Wert 
Eins hat, daß also die Linie von dem elektrischen Feld nicht 
polarisiert wird. Gemäß den zwei nachstehenden Tab. III 
und IV trifft dies in der Tat für die Linien 1 6708, 4 6104 
und 4 4972 zu. 


Tabelle II. 


Feldstärke 1 6708 4 6104 
Volt x em-! 8, S | 9-58, S, S, 5-8, 
te 0 2,40 2,27 0,13 1,58 1,33 0,25 
40000 2,32 2,25 0,07 | 1,87 1,34 0,08 
$0000 | 2,84 2,06 0,28 1,38 1,15 0,23 
Tabelle IV. 
Feldstärke 4 6104 4 4972 
Volt x em’! Ss, 8; S, S, 
0 2,14 1,94 0,20 1,13 1,05 0,08 


24000 2,19 2,08 0,11 1,15 1,10 0,05 
j 80000 1,91 1,62 0,29 1,00, 0,96 0,04 
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Infolge der oben begründeten Ungenauigkeit der Messungen 
zeigen die Differenzen § „5, zwar Schwankungen, diese sind 
aber nicht groß und zeigen keinen Gang mit der Feldstärke. 

Aus einem gewissen Grunde, über den Hr. Prof. Stark 
demnächst eine ausführliche Mitteilung veröffentlichen wird, 
erscheinen die violetten Linien gleichmäßiger geschwärzt als 
diesroten Linien. Sie lassen darum eine genauere Photo- 
metrierung zu als diese, und so konnte ich die Linie A 4273 
zweite Nebenserie) auf eine etwaige geringe Polarisierung 
untersuchen. Bei ihr scheint nun das elektrische Feld in der 


$,—S, besitzt nämlich bei ihr für eine große Feldstärke einen 
etwas ‚größeren Wert als für die Feldstärke Null. Der Unter- 
schied in den zwei Fällen ist, wenn auch sicher, freilich nur 
klein; er beträgt nur einige Einheiten der zweiten Dezimale 
und tritt darum besser in den Werten der Millimeterstellung 
des von mir benutzten Photometerkeiles hervor; so hat auf 
einer Platte $,— S, für die Feldstärke Null den Wert 2,6 mm, 
für 44000 Volt x cm”! den Wert 5,7 mm; auf einer anderen 
Platte für die Feldstärke Null den Wert 4,3 mm, für 
30000 Volt x cm! den Wert 5,2 mm. 

Diese geringe Polarisierung einer Linie der zweiten 
Nebenserie ist sehr wahrscheinlich nur eine mitteibare Wirkung 
des elektrischen Feldes und identisch mit der Erscheinung 
der Polarisierung durch Bewegung, welche Stark!) entdeckt 
und später zusammen mit Lunelund?) genauer untersucht _ 
hat. Das elektrische Feld beschleunigt ja die in ihm auf- © 
tretenden positiven Li-Atomionen, macht sie so zu Kanal- 
strahlen, die auf die Kathode zu laufen. Die Li-Kanalstrahlen 
werden bewegte Intensität emittieren, und diese wird ähnlich 
wie diejenige der H-Kanalstrahlen etwas polarisiert sein. 

$ 6. Feinzerlegung der ersten Nebenserie. 


Stark und Kirschbaum haben bereits die Grobzerlegung 
von Linien der ersten oder diffusen Li-Nebenserie für eine 
mäßige ben und Dispersion beschrieben. Sie finden für 

Stark, Verh. d. D. Phys. Ges. 8. p. 104. 1908. 
me, ai u. H. Lunelund, Ann, d. Phys. 46. p. 68. 1914. ze 
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i. 4603 zwei p- und zwei s-Komponenten (abgesehen von eine 
zweifelhaften, sehr schwachen Komponente), für A 4133 drei 
p- und drei s-Komponenten. Nachdem die Feinzerlegung va 

H- und He-Linien gegenüber der Grobzerlegun 


3 E eine erheblich größere Anzahl von elektrische 
a E Komponenten geliefert hatte, durfte man da- 
Ee selbe für die entsprechenden Li-Linien, ely 
| |? fiir Linien der ersten Nebenserie erwarten. 
= Diese Erwartung hat sich bei den Linie 
| | B 2 4603 und 44133, die allein in dieser Hi. 
I sicht untersucht werden konnten, bestätigt 


: Und zwar wurde die Feinzerlegung von A 460} 
mit dem Gitter-, diejenige von 4 4133 mit 
dem Prismenspektrographen ermittelt. In de 
Tab. V sind die erhaltenen Zerlegungen fir 

€ eine Feldstärke von 80000 Volt x em! 

& mitgeteilt. In Fig. 2 sind sie zeichnerisc 

& dargestellt, die Höhen der Komponenten de 
ial | E rin geben angenähert ihr Intensitätsverhältni 
Fig. 2. wieder. 


Tabelle V. 
Feldstärke 80000 Volt x em!, 


p-Komponenten s-Komponenten 


Wellenlänge Abstand von Intensität, Abstand von Intensität, 


iz unzerl. Linie Bemerkung unzerl. Linie Bemerkung 


+ 47 4,3 + 43 4,3 
1 — 5,6 2.6 
| - 16 3,6 2,3 

| + 38 1 + 9,6 1,6 

4132.9 0 0 28 
- 25 2,8 — 25 1,3 

— 10,2 1,5 

— 13,8 2,5 — 13,8 1 


Wie man sieht, werden jedenfalls die intensiven, äußere 
p-Komponenten der zwei Linien unter den angegebenen Be 
dingungen nicht merklich zerlegt. Dadurch wird ein Vergleich 
der zwei Linien hinsichtlich der Größe ihrer Zerlegungen. 
also eine Antwort auf die Frage möglich, ob die Abstände 
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Untersuchungen am Lithiumspektrum im elektrischen Felde 875 bie 
einer f zweier unzerlegt bleibender Komponenten für zwei Glieder oe = 
drei # der ersten Nebenserie dieselbe Funktion der Feldstarke sind er in 
3 Yow oder nicht. Demgemäß ist in Fig. 3 für verschiedene Feld- 
guy stärken zu einem jeden Abstand der äußeren p-Komponenten 
sch ® der Linie A 4603 als Abszisse der Abstand der äußeren 
das- p-Komponenten der Linie 4 4133 bei derselben Feldstärke als 
ao Ordinate eingetragen. Wie man sieht, ergibt sich eine Gerade 
n. durch den Anfangspunkt. Hieraus ist zu schließen, daß der 
inien § Abstand der betrachteten Komponenten für die Linie A 4603 2 
Hin-§ bis auf einen konstanten Verhältnisfaktor dieselbe Funktion 
tig: # der elektrischen Feldstärke ist wie für die Linie / 4133. 
460: Die Beantwortung der te 


a 


mit Frage nach dieser Funktion 2 '?f if, 

n der selbst bot einige Schwierig- 2 ı0f 

i «| keiten. Ist allein die Berech- 

em-'f nung der Feldstärken (E=V/a) 

risch# aus Spannungsdifferenz 7 Az 

1 def zwischen Kathode und Hilfs-- == 4} je 

ältuis elektrode und deren Abstanda 3, P| 
nach den Darlegungen Starks [> |. 
p. 38) bedenklich, so hätte = 


Abstand der äuß. p-Komponenten = 
sich in dem vorliegenden Falle von 44133 in A. 


der nicht streng ebenen Salz- 
schicht, die als Hilfselektrode . 
kung 8 diente, der Abstand a ohnedies Per unmittelbar genau be- 
stimmen lassen. Aus diesem Grunde wurde in folgender 
Weise zu jenem Zwecke verfahren. 
| Auf der ersten Aufnahme, die nach Erneuerung der RER 
schicht erhalten wurde, erschienen jedesmal die en. 
linien H, und H, infolge der anfänglichen Anwesenheit von 
Ä Wasserdampf und Kohlenwasserstoffen in der Kanalstrahlen- WAT: 
röhre. Die elektrischen Zerlegungen der Linien H, und A 
konnten dann benutzt werden, um aus ihnen such den An- 
gaben Starks (Elektrische Spektralanalyse, p. 52) die Feld- 


stärke E, zu berechnen, welche die Zerlegungen der H- und 
gleich Li-Linien hervorbrachte. Wurden nun mit derselben Röhre 
Ru ohne Anderung des Abstandes « weitere Aufnahmen für die 
tande 


Spannungsdifferenzen V,, Vz usw. gemacht, so durfte man ale 


) ae 


a 
| 
‘ 
| 
ir } 
| 
4 
A 
- 
A 


S76 H. Liissem. biti, 
nehmen, daß wenigstens angenähert die Feldstärken &,, &, €, 
in demselben Verhältnis wie die Spannungsdifferenzen 2 
standen, und es wurde so ©, bzw. €, aus €, und ALA bzw. 
Y,/V, berechnet. in dieser Weise wurden die in Fig. 4 eip. 
getragenen beobachteten drei ersten Punkte erhalten, der vierte 
Punkt wurde unabhängig von ihnen aus der Zerlegung von 
H, für einen anderen Elektrodenabstand ermittelt. 


i i i i i iL a 
0 10 20 30 40 50 60 70 8 
Feldstärke in 10° Volt x em. 
Fig. 4. 


Abstand der äußeren p-Komponenten in Ä. 


Gemäß der Fig. 4 nimmt die Zerlegung der Linien A 4603 
und 4 4133 von der ersten Nebenserie anfänglich proportional 
der elektrischen Feldstärke, später etwas langsamer zu. Eine 
ähnliche Beziehung zwischen Zerlegung und Feldstärke haben 
Stark und Kirschhaum für die He-Linie A 4472 gefunden, 
welche innerhalb der ersten Nebenserie der Li-Linie / 4603 
entspricht. 


Einfluß der Feldstärke auf das Intensitätsverhältnis der 
Komponenten in der ersten Nebenserie. 

Stark und Kirschbaum haben an den He-Linien 4 4472 

und A 4026 die merkwürdige Erscheinung TEN daß das 


Un 
Int 
Fel 
ein 
der 
sch 
die 
gel 
the 
iv 
| ist 
als 
ie 
si 
sc 
in 
| 
N 
As, 8 


603 
onal 
dine 
ben 
den, 
603 


der 


472 
das 


Untersuchungen am Lithiumspektrum im elektrischen Felde. 877 
Intensitätsverhältnis ihrer elektrischen Komponenten mit der 
Feldstärke sich ändert, indem die kurzwellige Komponente 
einer jeden Liuie im Verhältnis zur langwelligen mit wachsen- 
der Feldstärke intensiver wird. Die Untersuchung dieser Er- 
scheinung im Falle der Li-Linien lag zwar nicht im Plane 
dieser Arbeit; indes ergaben sich in dieser Hinsicht ungesucht 
gelegentliche Beobachtungen und, da jene Erscheinung einmal 
theoretische Bedeutung gewinnen mag, so seien sie hier mitgeteilt. 
Bei der Li-Linie A 4133 ist für eine Feldstärke von En 
15000 Volt x cm”! die äußere + p-Komponente erheblich inten- 
siver als die äußere —p-Komponente; für 80000 Voltxem-! _ 
ist dagegen umgekehrt die —p-Komponente 2,5 mal intensiver _ 
als die +p-Komponente. 
Die gleiche Erscheinung lehrt für die Li-Linie 4 4603 | 
die Tab. VI. In ihr ist die Schwärzung der äußeren p-Kom- 2 
ponenten, sowie der langwelligen s- und der inneren kurz- Ze 
welligen s-Komponente in Millimeterstellung des Vergleichs- at 
schwärzungskeiles im Mikrophotometer angegeben. Wie aus { 


ihr zu ersehen ist, nimmt mit wachsender Feldstärke die 4 


Differenz der Schwärzungen der lang- und der kurzwelligen er, ae 
Komponente ab, das Verhältnis der Intensität der kurz- zu BER 
derjenigen der langwelligen Komponente also zu wie bei 4 4133. Ve 
Noch rascher als die innere kurzwellige s-Komponente nimmt or 


die äußere kurzwellige s-Komponente an Intensität zu, während 
sie bei mittleren Feldstärken noch nicht angedeutet ist, er- 
scheint sie bei 80000 Volt x cm! fast ebenso intensiv wie die 
innere s-Komponente. 


a 


Tabelle VI. 


Schwärzung in mm-Keilstellung der p- u. s-Komponenten 


Volt x em! 
+p -» Differenz +s | —s Differenz 
15000 78,6 | 70 8,6 | 74,3 | 60,6 13,9 
26.000 69 63 6 | 62,8 54,2 8,5 
46000 68,5 64,5 4 | 60 54 6 
80000 68 65 3 


scharfen Nebenserie teilen Stark und Kirschbaum mit, daß 
sie in einem Feld von der Stärke 38000 Volt x cm! etwas 
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nach Rot uni erscheinen. Doch ergab sich selbst bei 
44273 die Verschiebung so klein, daß ihre genaue Messung 
nicht möglich war. Auch in der vorliegenden Untersuchung 
konnten wegen der geringen Dispersion der verwendeten Appa- 
rate keine Messungen an 4 4972 ausgeführt werden, dagegen 
konnte die Verschiebung von 4 4273 für eine große Feldstärke 
einigermaßen genau ermittelt werden, und an / 3985, dem 
nächsten Serienglied, ließ die Lichtstärke des verwendeten 
Prismenspektrographen eine Reihe von Messungen für ver- 
schiedene Feldstärken zu. 

Der Effekt des elektrischen Feldes auf die Wellenlängen 
der Linien der zweiten Nebenserie ist hier von vornherein 
„Verschiebung“ genannt worden. Es konnte nämlich bei keiner 
der untersuchten Linien eine Zerlegung in mehrere p- und 
mehrere s-Komponenten festgestellt werden: zudem erwies sich 
innerhalb der Genauigkeit der Messungen die Wellenlänge der 
einzigen p-Komponente als identisch mit derjenigen der einzigen 
s Komponente. 

Zum Zweck der Ermittelung der Verschiebung wurde 
nicht der Abstand der im elektrischen Feld gewonnenen Linie 
2 3985 von ihrer spektralen Lage im Lichtbogen gemessen, 
indem etwa das Lichtbogenspektrum oberhalb und unterhalb 
des Spektrums aus dem elektrischen Feld entworfen worden 
wäre; denn hierbei entstehen, wie Stark!) darlegte, durch 
ungleiche Füllungen der Öffnungen des Spektrographen in den 
zwei Fällen leicht Fehler. Es wurde vielmehr der Abstand 
der Linie 4 3985 von der Linie 4 4133 oder von deren mittlerer 
s-Komponente gemessen, die ja dieselbe Wellenlänge wie die 
vom Feld unbeeinflußte Linie hat. Die so erhaltenen Abstände 
wurden zunächst mit der Zerlegung der Linie 4 4133, genauer 
mit dem Abstand ihrer äußeren p-Komponenten, in Fig. 5 ver- 
glichen, indem dieser als Abszisse, jener als Ordinate an- 
getragen wurde. Die so gewonnene Kurve weicht merklich 
von einer Geraden ab; die elektrische Änderung der Wellen- 
länge des dritten Gliedes der zweiten Nebenserie folgt also in 
ihrer Abhängigkeit von der Feldstärke einem anderen Gesetz 
als die Zerlegung des dritten Gliedes der ersten Nebenserie, 


1) J. Stark, Elektrische Spektralanalyse, p. 60. 
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ntersuchungen am Lithiumspektrum im elektrischen Felde. 879 


ud zwar nimmt die Rotverschiebung von 4 3985 mit wachsen- 
jer Feldstärke rascher zu als die p-Zerlegung von A 4133. 

Um die Abhängigkeit der Rotverschiebung von der Feld- 
stärke unmittelbar darzustellen, wurden für eine Reihe von 
Punkten der Kurve in Fig. 5 die Feldstärken für ihre zuge- 
hörigen Abszissen aus Fig. 4 entnommen und so die Kurve in 
Fig. 6 konstruiert. Wenn diese auch nur wenig von einer 
Geraden abweicht, so ist es doch sehr wahrscheinlich, daß 
diese Abweichung wirklich ist, daß also die Rotverschiebung 
einer Linie der zweiten Nebenserie rascher mit der elektrischen 
Feldstärke zunimmt, als deren erster Potenz entspricht. Eine 
derartige Abhängigkeit der Verschiebung von der Feldstärke 


a7 

i 1,50 5 

<0 02 04 06 08 10 12 > 0 10 20 30 40 50 60 70 80. 

Abstanıl d. äußeren p-Komp. v. 4 4133 in mm Feldstärke in 10% Volt x em™. 7 
Fig. 5. Fig. 6. 


konnte Stark!) fiir eine Linie der dritten Nebenserie außer 
Zweifel stellen. Die Linien der zweiten Nebenserie sind dem- 
nach denjenigen der dritten Nebenserie nicht blos darin ähnlich, 
daß sie wie diese durch das elektrische Feld nach Rot ver- 
schoben werden, sondern auch in der Art der Abhängigkeit 
dieser Verschiebung von der Feldstärke. Die Rotverschiebung 
der Linien der dritten Nebenserie ist übrigens erheblich größer 
als diejenige der zweiten Nebenserie. So wird das dritte Glied 
von jener um 7,8 Ä., das dritte Glied von dieser um 3,3 Ä. 
durch ein elektrisches Feld von 80000 Volt x cm-! verschoben. 

Die Rotverschiebung der Linien der zweiten Nebenserie 
durch das elektrische Feld folgt dem allgemeinen Seriengesetz; 


WERT 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 48. p. 210. 1915. 
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es nimmt nämlich die Änderung der Wellenlänge durch das 
elektrische Feld mit steigender Gliednummer zu. So beträgt sie 
bei 4 4273, dem zweiten Glied, 1,2 A., bei 2 3985, dem dritten 
Glied, 3,3 A. für eine Feldstärke von 80000 Volt x em-!, 

An den Linien der zweiten Li-Nebenserie findet sich auch 
der Zusammenhang, den Stark zwischen dem von ihm ent. 
deckten. Effekt und der Verbreiterung durch Ionendichte fest. 
gestellt hat; entsprechend ihrer Rotverschiebung durch da 
elektrische Feld werden nämlich die Linien der zweiten Neben- 
serie bei großer Dampfdichte im Lichtbogen nach Rot ver- 
breitert, und zwar in zunehmendem Maße mit steigender Glied. 
nummer. 


Die Arbeit wurde angefertigt im Physikalischen Institut 
der Königlichen Technischen Hochschule zu Aachen unter 
Leitung des Hrn. Professor Dr. J. Stark. Ihm schulde ich 
für die Anregung und vielfache Unterstützung der Arbeit 
großen Dank. 
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j Außere 
Komponente 
Hz. 
Innere 
Komponente 
Platte # (Hauff). Spalt 0,05 mm, Expositionsdauer 17!', Stunden, Feld 25000, a 
Spannung 9700 Volt, Geschwindigkeit des Maximums v = 4,7-10’, Röhrendurchm. 
der Kanalstrahlenröhre 30 mm, Strom in der Röhre 2,8 M.A., Vergrößerung 11 fach. 
2 
Äußere 
Komponente 
Nr.2. Hy. 


i = 
Innere 
{| Komponente 


Platte 8 (Hauff). Spalt 0,03mm, Expositionsdauer 25 Stdn., § = 25000, 
Spannung 9600 Volt, Geschw.d. Max. v = 4,7. 107, Rébrendurchm. d. Kanal- 
stfahlenr ihre 30 mm, Strom in der Röhre 2,0 M.A., Vergrößerung 11 fach. 


Äußere 


Innere 
Komponente 


Platte # (Hauff). Spalt 0,06 mm, Expositionsdauer 17'/, Stunden, Feld 25000, . 

Spannung 9700 Volt, Geschwindigkeit des Maximums v= 47 7. 10°, Röhrendurchm 

der Kanalstrahlenröhre 30 mm, Strom in der Röhre 2,8 M. ik. Vergrößerung 11 fach : 
Nr. 4. H,. 


Nr. 5, Hy: Nr. 6. Hg. 


‘dmoy‘gny 
Arannr 


ultea (Lumiére). Spalt 0,04 mm, 


Platte » (Lumiére). Expositions- Platte 6 0,1 
Msitionsdauer 26 Std., = 26.000, 


dauer 24 Stunden, $ = 26000, Span- Expositionsdauer 60 St 


anung 6400 Volt, Mittl. Geschw. nung 5000 Volt, Geschwindigkeit des Spannung 5000 Volt, ui > 
Max, v = 4,0 .107, "Röhrendurchm. Maximums v = 4,0 .10?, Vergröße- schwind. 6,5 - 10°, Röhrendurchm. 
San, Strom in der Röhre 2,8M.A., rung 12fach. 18mm, Strom in der Röhre 2,8M.A., 
Vergrößerung 12fach. Vergrößerung 12fach. 
Wien. 
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73. II. 
Fig. 4. 
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R. v. Hirsch. 
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82. VII. 
Fig. 7. 


R. v. Hirsch. 
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